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Zusammenfassung

Biologische Invasionen sind weltweit ein grofies 6kologisches Problem. Sie sind eine
der Hauptursachen fiir den Verlust der Biodiversitat. Neben den 6kologischen Scha-
den entstehen durch die Kontrolle und Bekdmpfung biologischer Invasionen enorme
Kosten.

Mit mathematischen Modellen kénnen die zugrunde liegenden Mechanismen iden-
tifiziert und Prognosen iiber den Verlauf biologischer Invasionen gemacht werden.
In dieser Diplomarbeit werden wichtige Reaktions-Diffusionsmodelle biologischer In-
vasionen vorgestellt und analysiert. Bei den Modellen von Skellam und Fisher wird
ausschlieBlich die Ausbreitung einer invadierenden Art betrachtet. Lotka-Volterra-
Modelle dagegen berticksichtigen die Wechselwirkungen der invasiven Art mit den
einheimischen Arten.

Der in dieser Arbeit entwickelte Ansatz zur Beschreibung der Invasion von Car-
damine pratensis am Urnerboden erweitert zunachst ein Lotka-Volterra-Konkurrenz-
modell mit Diffusion um die periodische Zufuhr von C. pratensis. Es werden Parame-
terwerte bestimmt und numerische Losungen berechnet. Im Vergleich zu der durch
Datenerhebung ermittelten von C. x insueta besiedelten Fliche ist die berechnete
von C. pratensis besiedelte Flache sehr klein. Das Modell wird daher um die Ent-
stehung neuer Kolonien erweitert und berticksichtigt damit die Ausbreitung von C.
pratensis iiber lange Distanzen (engl. long-distance dispersal). Der mit ,long-distance
dispersal‘ berechnet Flachenzuwachs ist realistischer. Statt mit einer konstanten Aus-
breitungsgeschwindigkeit breitet sich C. pratensis mit einer in der Zeit exponentiell
steigenden effektiven Ausbreitungsgeschwindigkeit aus.
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1. Einleitung

Mit biologischer Invasion wird im Allgemeinen die Einwanderung und Ausbreitung
von Arten auflerhalb ihrer natiirlichen Verbreitungsgebiete bezeichnet. Neben den
Begriff der Invasion gibt es in der Okologie auch die Begriffe Kolonisierung und Suk-
zession, denen dhnliche Bedeutung beigemessen wird. Unter Kolonisierung wird die
»,Neubesiedlung eines Areals (z.B. einer Insel) durch Angehérige einer Population®
verstanden (Schaefer 1992, S. 166). Die Sukzession bezeichnet die , gerichtete Verén-
derung der Artenzusammensetzung/Individuenzahlen an einem Ort in der Zeitachse*
(Kratochwil u. Schwabe 2001, S. 509).

Die Besonderheit einer biologischen Invasion, im Vergleich zu den anderen beiden
Ereignissen, liegt in der 6kologischen Fremdheit der invadierenden Art (Heger 2004,
S. 5f). Sie ist nicht an die Bedingungen des neuen Lebensraums angepasst und ein-
heimischen Arten des Gebietes vorher nie begegnet. Dies ist nur damit zu begriinden,
dass sie ,eine evolutionar relevante Zeitspanne auflerhalb dieses Gebiets verbreitet
war“ (Heger 2004, S. 8). Zur Abgrenzung einer biologischen Invasion gegeniiber der
Kolonisierung und Sukzession wird bei Heger (2004, S. 12) und Kowarik (2003, S. 13)
die Uberwindung einer Ausbreitungsbarriere vorausgesetzt. Mit Ausbreitungsbarrie-
re wird ein Gebiet bezeichnet, das nur mit einer Wahrscheinlichkeit, die gegen Null
geht, iiberwunden werden kann.

Kolonisation, Sukzession und biologische Invasion sind natiirliche Prozesse. Alle
Organismen haben das Bestreben sich fortzupflanzen und auszubreiten. Sie errei-
chen neue Gebiete aus eigener Kraft oder werden vom Wind, Wasser oder durch
andere Organismen verschleppt. Die Ausbreitung und Besiedlung neuer Gebiete war
aber immer nur begrenzt moglich, da es geographisch uniiberwindbare Barrieren gab.
Zum Beispiel verhindern die Ozeane den interkontinentalen Artenaustausch. Diese
geographische Isolation war wichtig fir die Entstehung der Arten. Der Mensch hat
diese natiirliche Barrieren in kiirzester Zeit tiberwindbar gemacht. Er transportiert
Organismen in Schiffen und Flugzeugen iiber diese Barrieren hinweg. In manchen
Fallen hat der Mensch geographische Barriere ganz beseitigt, wie zum Beispiel durch
den Bau des Suezkanals. Dadurch wurde das Mittelmeer wieder mit dem Roten Meer
verbunden. Die Wanderung der Organismen vom Roten Meer in das Mittelmeer heifit
,Lessepsian Migration‘ benannt nach dem Erbauer des Suezkanals Ferdinand De Les-
seps (Por 1978). Durch den Suezkanal sind iiber dreihundert Arten in das Mittelmeer
eingewandert (Kowarik 2003, S. 25).

Der Mensch verschleppt, seitdem er iiberregional handelt, beabsichtigt oder unbe-
absichtigt Organismen. Aber erst ab dem Jahr 1492, in dem Kolumbus Amerika ent-
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Tabelle 1.1.: Der Weltwarenhandel in Milliarden U.S. Dollar fiir die Jahre 1948,
1953, 1963, 1973, 1983, 1993, 2003 und 2004 (nach World Trade Or-
ganisation 2005, S. 32).

1948 1953 1963 1973 1983 1993 2003 2004

Import 66 84 163 589 1881 3768 7623 9250
Export o8 84 157 o79 1838 3670 7342 8907

deckte, ist die Verbreitung von Organismen durch den Menschen stark angestiegen.
Daher werden die durch den Menschen eingeschleppten Arten in Archdophyten/Ar-
chédozoen und Neophyten/Neozoen eingeteilt (Kratochwil u. Schwabe 2001, S. 580).
Die Archéophyten/Archéozoen wurden vor der Entdeckung Amerikas eingeschleppt
und Neophyten/Neozoen danach. Heutzutage ist die Zahl der biologischen Invasio-
nen so hoch, dass sie eine Hauptursache fiir das Aussterben der Arten ist (Clavero
u. Garcia-Berthou 2005).

Der Mensch bringt beabsichtigt Agrarpflanzen und Nutztiere in neue Gebiete. Ein
bekanntes Beispiel fiir die Einschleppung eines Nutztieres ist die Kaninchenplage
in Australien. Das Européaische Wildkaninchen (Oryctolagus cuniculus) wurde zur
Fleisch- und Fellgewinnung von den Siedlern nach Australien gebracht. 24 Kaninchen
sind als Jagdwild im Jahr 1859 ausgesetzt worden. Sie hatten keine natiirlichen Feinde
und vermehrten sich stark. Dabei breitete sich die Population mit einer enormen
Geschwindigkeit von mehr als 100 km pro Jahr aus. Der verursachte Schaden in der
Landwirtschaft betrdgt immer noch mindestens 200 Millionen Australische Dollar
pro Jahr (vgl. Bomford u. Hart 2002, S. 29f).

Viele Arten werden aber auch als Zierpflanzen und Haustiere mitgebracht. Das
Indische Springkraut (Impatiens glandulifera) ist ein Beispiel fiir die Invasion einer
Zierpflanze. Die Pflanze kam 1839 als Gartenpflanze aus dem Himalaya nach England
(Willis u. Hulme 2002, S. 531). Sie verwilderte und ist nun in ganz Europa zu
finden. In der Tschechischen Republik besiedelt I. gladulifera tiber die Halfte der
Flussufer und tiberwuchert durch ihre Groéfle die einheimischen Uferpflanzen. Mit
einer Wuchshohe bis zu 2 m ist sie die grofite einjahrige Pflanze in Europa. Auflerdem
verdrangt sie einheimischen Pflanzen, weil sie von Bliitenbestdubern wegen der hohen
Nektarproduktion bevorzugt wird (vgl. Chittka u. Schiirkem 2001, S. 653).

Die meisten Arten werden jedoch wahrscheinlich unbeabsichtigt verschleppt. Durch
den globalen Handel und Verkehr reisen Pflanzen und Tiere als blinde Passagiere um
die ganze Welt. In der Tabelle 1.1 ist der weltweite Import und Export von 1948 bis
2004 aufgelistet. Der weltweite Handel ist seit 1948 stédndig gestiegen. In den letzten
zwanzig Jahren hat er sich fast verfiinffacht.

Der grofite Teil des weltweiten Giitertransports erfolgt durch den Schiffsverkehr.
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Schon zu Beginn der Schiffsfahrt wurden Organismen verschleppt (Petersen u. a.
1992, S. 679). Durch Wikinger gelangte die Sandklaffmuschel (Mya arenaria) aus
Nordamerika in das Wattenmeer. Organismen werden mit der Fracht, dem Ballast
oder als Aufwuchs auf dem Schiffsrumpf transportiert. Eine grofie Rolle spielt hier-
bei der Ballast. Frither wurden Sand und Kies, seit 1880 vorwiegend Wasser, als
Ballastmaterial verwendet. Im Ballastwasser der Schiffe konnen die verschiedensten
maritimen Organismen tberleben (Carlton u. Geller 1993, S. 79f).

Fiir Deutschland konnte bei 916 nicht einheimischen Pflanzenarten die Einwan-
derungsweise bestimmt werden (vgl. Kihn u. Klotz 2002, S. 53). Von den nicht
einheimischen Pflanzenarten sind ca. 27.1 % als Saatgut-, Transport- oder sonstige
Begleiter eingeschleppt worden. Etwa 13.1% sind spontane Artenﬂ, die durch die
Ackerkultur des Menschen gefordert wurden. Spontane Arten ohne Forderung durch
den Ackerbau betragen 4 %. Absichtlich wurden ca. 21.4 % als Nutzpflanzen und ca.
28.5% als Zierpflanzen in Deutschland eingefithrt. Es wurden also fast die Halfte al-
ler nicht einheimischen Pflanzenarten in Deutschland absichtlich eingefiihrt. Bei den
restlichen 5.8 % ist die Art der Einwanderung unbekannt.

Wie bereits an Beispielen verdeutlicht wurde, verursachen biologische Invasionen
neben den 6kologischen Schaden enorme wirtschaftliche Schaden. Allein die jahrlichen
Kosten durch die zwanzig wichtigsten biologischen Invasoren in Deutschland werden
auf ca. 167 Millionen Euro geschétzt (Reinhardt u.a. 2003, S. 242). Zur Préventi-
on und Kontrolle von biologischen Invasionen ist es wichtig die zugrunde liegenden
Mechanismen zu verstehen. Mathematische Modelle helfen diese Mechanismen zu
identifizieren und mit ihnen kénnen Prognosen tiber den Verlauf einer biologischen
Invasion gemacht werden. Ziel der Arbeit ist es, wichtige Reaktion-Diffusionsmodelle
biologischer Invasionen vorzustellen und zu analysieren. Mit den gewonnenen Er-
kenntnissen soll die Invasion von Cardamine pratensis am Urnerboden modelliert
werden.

1 Als spontane Arten werden Arten bezeichnet, die aus eigener Kraft eingewandert sind.






2. Reaktions-Diffusionsmodelle
biologischer Invasionen

2.1. Wachstum von Populationen

2.1.1. Das exponentielle Wachstum

Das grundlegende Modell fiir Populationswachstum ist das exponentielle Wachstums-
modell. Malthus (1798) hat damit das Wachstum der Weltbevélkerung modelliert.
Die zeitkontinuierliche Entwicklung einer Population wird als Differentialgleichung

dN(t

und konstanter Wachstumsrate r beschrieben. Dabei ist N (¢) die Populationsdichte
zur Zeit t. Die Wachstumsrate r kann auch als Differenz von Geburts- und Sterberate
r = b — m interpretiert werden. Die Einheit fir die

. . . Anzahl
Populationsdichte ist [N(t)] = Flicho oder Volumen
1
und fiir die Wachstumsrate [r] = Tt
ei

Die Losung dieser Differentialgleichung ist die exponentielle Wachstumsfunktion
N(t) = Nyet=to), (2.2)

In Abbildung (2.1 ist die exponentielle Wachstumsfunktion fiir positive r skizziert.
Die Populationsdichte steigt exponentiell und sie verdoppelt sich nach der Zeitperiode
T,. Die Verdopplungszeit T, wird durch den Ansatz

In2
N(Tz) = 2Ny = NoeT(Tzfto) = 2N, o T, = HT + 1. (2.3)

bestimmt. Sie ist konstant, d. h. es gibt keine Grenze fiir das Wachstum der Popula-
tion.
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No

t

Abbildung 2.1.: Die Wachstumskurve fiir das exponentielle Wachstum

2.1.2. Das logistische Wachstum

Die Annahme, dass die Wachstumsrate r beim exponentiellen Wachstum konstant ist,
setzt gleichbleibende Umweltbedingungen voraus. Dies ist bei Populationen in natiir-
lichen Systemen nicht realistisch, da die Organismen selbst ihre Umwelt verdndern.
Vor allem nimmt bei steigender Populationsdichte die Konkurrenz zwischen den In-
dividuen zu. Sie konkurrieren z. B. um Nahrung oder Lebensraum. Um diesen Effekt
zu beriicksichtigen, wird ein zusatzlicher Term der exponentiellen Gleichung hinzu-
gefiigt, der eine erhohte Sterblichkeit bei steigender Populationsdichte beschreibt:
%}J@ =rmN —cN? = (r,, — cN)N mit N(ty) = Ny (2.4)
und ¢ > 0. Diese Gleichung wird logistische Gleichung genannt (Verhulst 1838).
Der Parameter r,, ist die intrinsische Wachstumsrate, die wie beim exponentiellen
Wachstum auch als Differenz von Geburten- und Sterberate r,, = b —m interpretiert
werden kann. Der Parameter ¢ ist der intraspezifische Konkurrenzkoeffizient, der die
Auswirkungen beim Zusammentreffen der Individuen der gleichen Art gewichtet. Die
relative Wachstumsrate 7(N) = (r,, —cN) beschreibt das Wachstum pro Kopf. Sie ist
in Abbildung 2.2(a) skizziert. Sie nimmt linear mit zunehmender Populationsdichte
ab. Der maximale Wert von r(N) ist die intrinsische Wachstumsrate r,,.
Mit K = ™= kann die logistische Gleichung auch in der Form geschrieben werden:

%t(t) - (1 - %) N = f(N) mit N(tg) = No.  (2.5)

Der Parameter K wird Kapazitat oder Tragfahigkeit genannt. Die Wachstumsfunk-
tion f(IV) ist in der Abbildung 2.2(b) skizziert. Fur mittlere Populationsdichte ist
die Zunahme der Population am gréfiten.

Die Losung dieser Bernoulli-Differentialgleichung lautet:

B KN,
"~ Ny + (K — Np)e—rm(t=to)’

N(t) (2.6)
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r(N) f(N)

Im rK

N
K K/2 K

(a) Die relative Wachstumsrate (b) Die Wachstumsfunktion

Abbildung 2.2.: (a) Die relative Wachstumsrate r(/N) und (b) die Wachstumsfunk-
tion f(IV) des logistischen Wachstums. Die relative Wachstumsra-
te nimmt linear mit zunehmender Populationsdichte ab. Bei mitt-
lerer Populationsdichte ist der Wachstum am starksten.

Sie ist in der Abbildung 2.3 dargestellt. Kleine Anfangspopulationen wachsen zu-
nachst exponentiell an und streben dann asymptotisch gegen den Grenzwert K. Bei
einer Uberbevolkerung mit N > K strebt die Populationsdichte N(¢) auch gegen die
Kapazitat K, da die relative Wachstumsrate (V) < 0 ist.

Bei N = 0 und N% = K ist die relative Wachstumsrate 7(N) = 0. Somit liegen
fir NJ und N7 stationire Losungen vor. Da f'(Ny) = r,, und f/(N2) = —rp,, ist
N§' eine instabile und Ny eine stabile stationire Losung.

2.1.3. Wachstum bei interspezifischer Konkurrenz

Um die Konkurrenz zweier Arten um gleiche Ressourcen (z. B. Nahrung und Lebens-
raum) zu modellieren, haben Lotka und Volterra das Modell fiir die intraspezifische
Konkurrenz (2.4) erweitert. Dazu wurde der logistischen Gleichung ein Term fir in-
terspezifische Konkurrenz hinzugefiigt:

dN N c
d_tl =Ny — ciiNi?2 — c1oNi Ny = 1 (1 - ?1 —~ TLIQNQ) N, (2.7a)
dN. N. c
d_t2 = 19Ny — 39 No? — ¢y N1 Ny = 715 (1 — FZ - %:N1> Ny, (2.7b)

mit den Anfangsbedingungen N;(ty) = Nio und Ni(ty) = Nap. N; und N, sind
die Populationsdichten der jeweiligen Art, ri/re die intrinsischen Wachstumsraten,
11/ cg2 die intraspezifischen Konkurrenzkoeffizienten und c12/¢9; die interspezifischen
Konkurrenzkoeffizienten. Die Kapazitaten der jeweiligen Art sind durch K; = - und
Ky = 2 gegeben. Die Sterblichkeit durch interspezifische Konkurrenz nimmt zu, je
héaufiger sich die Individuen der beiden Arten treffen.
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Abbildung 2.3.: Wachstumskurven fiir das logistische Wachstum mit verschiedenen
Anfangsbedingungen

Zur qualitativen Analyse des Systems sind die Nullklinen im Phasenraum (N, Na)
in den Abbildungen (2.4 aufgetragen. Die Nullklinen fiir die erste Art sind

dN
Loy = Ny =0und Ny, = K, — 2N, (2.82)
dt C11

und fur die zweite Art

N = No =0 und Ny = Ky — LN, (2.8b)

W C22
Die Schnittpunkte der Nullklinen sind die vier stationdren Losungen:
So = (0,0), Sy = (K1,0), Sy = (0, K3)
und S = ( T1C2 — T2C12  T2C11 — T'1C21 ) ‘ (2-9)

b
C11C22 — C12C21 C11C22 — C12C21

Fiir die Nullklinen Ny = K1 — 92N, und Ny = Ky — 2L N; ergeben sich abhangig von

C11 Cc22
den Parametern ry, ro, ¢11, €29, ¢12 und c9; vier verschiedene Falle fiir ihre Lage:

1 ) ™ T

1. Fall: Ki=—>-"2 und — > Ky=—> (2.10a)
C11 C21 C12 C22

2. Fall: K, = o2 und LRI Ky, = 2 (2.10Db)
C11 Can C12 C22

3. Fall: K=-L> 12 und N gy="2 (2.10¢)
C11 Ca C12 C22

4. Fall; Ki=t< 2 und k=2 (2.10d)
C11 Co C12 C22

In der Abbildung 2.4(a)| ist der erste Fall dargestellt. Alle Trajektorien fithren zum

stationaren Punkt S;. Somit iiberlebt immer nur die erste Art N; und die zweite Art



2.1.3. Wachstum bei interspezifischer Konkurrenz

N2

N2

-
- -
-
-
-
-
-

«_ A -

vror s
AR / '
; ;
4y yrre Ay
.
RN Y \»\\w\u..x.u,zr
[NENR SR )24 \\\AAAAu/
N
|
[ Hnm

/I/I/I///f)/))» 11
\
N
/r/r//f/))))/),»‘ \

\
LAY
/’/I//III»/))/,

MAA A A A A AN
ATA A A A A AAAAN
SiReA A A A AAAN
-—hahAAAA~
O

-——— e

=
=4

12/Co1

N
C12
S

r2/C21

(a) Nur N; iiberlebt.

(b) Nur N, tberlebt.

N2

N2

4
R R RN
MAS SRR ERRNRER
MY EEEEERLERE
RS E R R RE
MY EERRE R R

NN S S U R BB
NN NE N W SR U |
AMA A AAdLLY
aaAAAAL

aaAaAaAAAAN

P SNV

- e e e

58
C12
S

<
=4

///////,,,,‘44
NN RRERRS
MU TERR AR RS
AT EER AR RN
UL EEERRR R R
,/,////;;;‘
/w/;;»;»»
/;;/;»,;,,»»\;

14

1

\
S
;;);/,»;

PNENRNRNRIR W)
N

»»»»;;;/‘A‘Qm

\
INENENRURNE R WA N

12/Co1

r2/C21

(d) Die zwei Arten konnen koexistieren.

(c¢) Nur eine der beiden Arten iiberlebt, abhéngig

von den Anfangsbedingungen.

Abbildung 2.4.: Phasendiagramme des Lotka-Volterra-Konkurrenzmodells mit

Nullklinen und einigen Trajektorien. Die Nullkli-

ne (2.8a) wird durch den griinen Graph dargestellt und (2.8b

)

Richtungsfeld

durch den blauen Graph. Durch die gestrichelten Linien werden

Trajektorien skizziert.
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N, stirbt aus. Im zweiten Fall ist die Situation genau umgekehrt (Abbildung2.4(b)).
Die Trajektorien verlaufen in den stationdren Punkt S5 und die erste Art Ny stirbt
aus. Im dritten Fall ist es nicht eindeutig, welche Art iiberlebt (Abbildung|2.4(c)).
Abhéngig von den Anfangsbedingungen laufen die Trajektorien auf den stationéren
Punkt S; oder S5 zu. Es iiberlebt dadurch immer nur eine Spezies. Eine Koexistenz
der beiden Arten ist nur im letzten Fall moglich (Abbildung 2.4(d)). Dort verlaufen
alle Trajektorien in den stationdren Punkt Ss.

Zur linearen Stabilitatsanalyse der stationdren Punkte wird die Jakobi-Matrix ge-
bildet;:

J— <T‘1 — 2¢11 N1 — 12Ny c1 Ny )

2.11
c12Nq T — 2c22 Ny — 21 Ny ( )

Fiir den stationdren Punkt Sy = (0,0) sind die Eigenwerte der Jakobi-Matrix A\; =
ry und Ay = 79. Somit liegt bei Sy ein instabiler Knoten vor. Die Eigenwerte fiir
S1 = (K4,0) sind Ay = —r und Ay = S2=20 Damit ist S; ein stabiler Knoten

C11
fir K; = & > 2 andernfalls liegt ein Sattelpunkt vor. Fiir Sy = (0, K3) betragen
C11 Cc21
die Eigenwerte A\ = —ry und Ay = “2H=—C1212  Somit ist Sy fiir 2~ < Ky = 2 ein

. . Cc22 C12 €22
stabiler Knoten, sonst ein Sattelpunkt.

Zur Verdeutlichung der Stabilitat des stationdren Punktes Sj ist es einfacher die
Phasendiagramme 2.4 zu betrachten. S3 liegt nur in den Abbildungen 2.4(c) und
2.4(d) im ersten Quadranten. Es ist zu erkennen, dass S3 in der Abbildung|2.4(c) ein
Sattelpunkt und in 2.4(d) ein stabiler Knoten ist. S5 ist damit ein Sattelpunkt fir
Ki=2>2und 75 < Ky = 2 Fir K; = 72 < 22 und 7% > Ky = 72 ist 53

C11 21 C12 Cc22 C11 21 C12 C22
ein stabiler Knoten.

2.2. Diffusive Ausbreitung von Organismen

2.2.1. Ficksche Diffusion

Die Bewegung von Organismen im Raum kann mit Hilfe der Fickschen Diffusion
beschrieben werden (Murray 1998a, S. 395ff). Die Ficksche Diffusion wird dabei als
Zufallsbewegung (engl. random walk) von Organismen interpretiert. Nach dem ersten
Fickschen Gesetzt ist der Diffusionsfluss J proportional zum Konzentrationsgradien-
ten. Daher gilt im eindimensionalen Fall:
ON

J=-D P (2.12)
Dabei ist N die Konzentration eines Stoffes oder die Populationsdichte einer Spezies
und D der Diffusionskoeffizient. Die Anderung der Populationsdichte mit der Zeit ist
somit

ON 9J 0 (DaN)

o e o \Por (2.13)
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Im weiteren wird angenommen, dass der Diffusionskoeffizient D konstant ist. Fiir die
Diffusionsgleichung (2.13) folgt daraus:

ON _#N
D=
ot 022

(2.14)

Bei Populationen ist zumeist der zweidimensionale Fall von Bedeutung. Fiir zwei
Raumdimensionen lautet die Diffusionsgleichung;:

2 2
aN_D(aN aN> (2.15)

o P\aE T o

Diese parabolische partielle Differentialgleichung kann mit den folgenden Anfangs-
und Randbedingungen analytisch gelost werden. Wenn die Organismen zur Zeit t = 0
am Ursprung (x,y) = (0, 0) konzentriert sind, lautet die Anfangsbedingung:

N(z,y,0) = Nod(x,y) (2.16)

mit der Dirac Delta-Funktion

3(x,y) = {go z;s(:y) = 0.0} (2.17)
Fiir einen rdumlich unendlich Bereich und den Dirichlet-Randbedingungen
N(£o00,y,t) =0 und N(z,£o00,t) =0 (2.18)
lautet die Losung;: .
N(z,y,t) = 45& exp (—x;l;ty ) . (2.19)

Diese Funktion ist fiir alle ¢ > 0 eine zweidimensionale Normalverteilung. In der
Abbildung 2.5(a) ist N(z,y,0,01) mit D = 1 dargestellt. Abbildung|2.5(b) zeigt das
System zu einem spéateren Zeitpunkt ¢ = 0.02. Man kann erkennen, dass sich die
Organismen mit der Zeit radial ausbreiten. Die fiir eine Normalverteilung typische
,Glocke® flacht mit der Zeit ab und dehnt sich radial aus. Deshalb kann die Losung
(2.19) mit dem radialen Abstand vom Ursprung r = /22 + y? in der folgenden Form

geschrieben werden:
N(r, 1) = -0 - (2.20)
DY e P\ Tane ) '

In der Abbildung 2.6(a) ist diese Verteilung fiir verschieden Zeiten t dargestellt.
Zusétzlich ist ein Schwellwert N* eingezeichnet. In der Praxis wurde héufig falsch-

licher Weise angenommen, dass eine Art mit einer Populationsdichte unter diesem

Schwellwert in einem Gebiet ausgestorben ist. Dabei ist die Populationsdichte der
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A2\

i
:' “\\Q\\

i

N(x,y,t)

i

(b) t = 0.02

Abbildung 2.5.: Losung der zweidimensionalen Diffusionsgleichung fiir D = 1, (a)
t =0.01 und (b) ¢t = 0.02.

Art nur so gering, dass keine Organismen auffindbar sind. Mit N* wird dieser Grenz-
wert bezeichnet, iiber den in der Realitdt Organismen der Population auffindbar sind
dShigesada u. Kawasaki 1997, S. 38). Aus diesem Schwellwert lasst sich der Radius
r* fiir die Ausbreitung der Population im Raum bestimmen. Ab dem Radius r* wird
der Schwellwert N* unterschritten. Wird in der Gleichung (2.20) N(r,t) = N* und
r = r* gesetzt, fiihrt dies zu der Gleichung fiir die Ausbreitung der Population im
Raum:

Ny
=2vD 2.21
r ArDN*t ( )

In der Abbildung 2.6(b) ist der Ausbreitungsradius 7* iiber die Zeit t aufgetragen.
Abschatzung des Diffusionskoeffizientens

Fir die Verteilung N(r,t) kann der mittlere Radius und der mittlere quadratische
Radius berechnet werden:

1 oo
<r> = —/ rN(r,t)2mrdr = VrDt, (2.22a)
<r?’> = —/ N(r,t)2mrdr = 4Dt. (2.22b)
Daraus ergeben sich die Formeln zur Berechnung des Diffusionskoeffizienten:
<r>?
p=2"" (2.23a)
mt
<r?>
p==2" (2.23b)

At
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0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

r t

02 04 06 08 1 1.2 0.05 0.1 0.15 0.2

(a) Losungen der Diffusionsgleichung (b) Der Ausbreitungsradius r*

Abbildung 2.6.: (a) Losungen der eindimensionalen Diffusionsgleichung N (7, t) mit
D =1 und (b) der Ausbreitungsradius r* iiber die Zeit t. Ab dem
Radius r* wird der Schwellwert N* unterschritten.

Die Diffusionsgleichung (2.15) kann auch fir die Zufallshewegung eines einzelnen
Individuums betrachtet werden. N (z,y, t) ist dabei nicht mehr die Populationsdichte,
sondern die Dichtefunktion fiir die Wahrscheinlichkeit, dass das Individuum zur Zeit
t am Ort (z,y) ist. Dabei bezeichnet <r> den mittleren Abstand eines Individuums
vom Ursprung und <r?> die ,mittlere quadratische Verschiebung' des Individuums
(vgl. Shigesada u. Kawasaki 1997, S. 37ff).

Die Werte <r> und <r?> konnen fiir Tiere experimentell bestimmt werden. Bei
grofleren Tieren ist es moglich, die Werte durch direkte Beobachtung zu ermitteln.
Bei kleinen Tieren kann die Fang-Wiederfang-Methode verwendet werden. Zur Ab-
schatzung von <r>, als Mittelwert der Entfernungen vom Ort der Freilassung, dient
dann folgende Beziehung:

1 n
<r>=-Y d 2.24
r n; (2.24)

Dabei ist n die Gesamtanzahl der wieder eingefangenen Organismen und d; die Ent-
fernung des i-ten Organismus vom Ort der Freilassung. Wenn ¢, die vergangene Zeit
seit der Freilassung bezeichnet, folgt aus den Gleichungen (2.23a) und (2.24) die
Abschéatzung fir den Diffusionskoeffizienten:

1 Z:’L:I di)2 '

p- - (2.25)

2.2.2. Repulsive und attraktive Diffusion

Im letzten Kapitel wurde die Bewegung der Organismen mit der Fickschen Diffusion
als Zufallsbewegung interpretiert. Zufallshewegung tritt zumeist nur bei sehr einfa-
chen Organismen wie z. B. Pollen, Sporen und Plankton auf. Bei héheren Lebewesen
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Abbildung 2.7.: Die drei Formen der Diffusion von Organsimen. (a) Bei der neu-
tralen Ficksche Diffusion ist die Ubergangswahrscheinlichkeit zwi-
schen zwei Punkten von den mittleren Bedingungen zwischen bei-
den Punkten abhingig. (b) Die Ubergangswahrscheinlichkeit bei
der repulsiven Diffusion ist ausschlielich von den Bedingungen am
Ausgangspunkt und (c) bei der attraktiven Diffusion ausschliefllich
von den Bedingungen am Zielpunkt abhéngig. Die dicken Pfeile
zeigen die Richtung der Bewegung des Organismus. Die gestrichel-
ten Pfeile stellen die Repulsion oder Attration dar (nach Okubo
1980, S. 86).

ist Bewegung von vielen Faktoren abhangig. Skellam (1973, S. 72f) unterscheidet
zwischen der normalen Fickschen, der repulsiven und der attraktiven Diffusion. Bei
der repulsiven Diffusion ist die Bewegung der Organismen von den Bedingungen
am Ausgangspunkt abhéngig, bei der attraktiven Diffusion von den Bedingungen im
Zielgebiet und bei der Fickschen Diffusion gleichermafien von den Bedingungen am
Ausgangs- und Zielpunkt (Abbildung 2.7).

Die Beriicksichtigung der Repulsion/Attraktion erfordert eine Verwendung von
nicht-konstanten Diffusionskoeffizienten. Der Diffusionsfluss J fiir die repulsive Dif-
fusion in einer Dimension mit einem orts- und dichteabhéngigen Diffusionskoeffizient
D = D(z, N) lautet:

J =2 (D(x,N)N(z,t)) = — 2N — DL~ (2.26)
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(Okubo 1980, S. 84). Aus dem Fluss (2.26) folgt die Diffusionsgleichung
ON  9J o?

ot Oxr 02

Im Fall der attraktiven Diffusion héngt die Bewegung der Organismen von den

Bedingungen im Zielgebiet ab. Dies ist in der Abbildung 2.7(c) skizziert. Fiir die
attraktive Diffusion lautet der Diffusionsfluss:

9 (Nt _ oD, N
o (D(%N)) N-D (2.28)

(D(z, N)N(z,1)) . (2.27)

oy
J=-DN) oz oz

(Okubo 1980, S. 85). Aus dem Diffusionsfluss (2.28) folgt die Diffusionsgleichung

Daher besteht die attraktive Diffusion aus der Fickschen Diffusion mit einer zusétz-
lichen Advektion in Richtung steigenden D bzw. in Richtung steigender Attraktion
und die repulsive Diffusion mit einer Advektion in sinkender Repulsion. Die Ursache
fir die Attraktivitat bzw. Repulsivitét eines Ortes konnte z. B. eine hohe/niedrige
Populationsdichte, Nahrungsangebot oder Botenstoffkonzentration sein.

In einem geschlossen System fiihrt die normale Ficksche Diffusion (2.13) zu einer
konstanten Populationsdichte N(z,t) — ¢ (Skellam 1973, S. 72f). Die repulsive Dif-
fusion (2.29) fihrt zu N(x,t) — ¢/D, so dass die Populationsdichte an Orten hoher
Repulsion niedrig ist. Die attraktive Diffusion dagegen fiihrt zu N(x,t) — ¢- D, d.h.
die Organismen sammeln sich an attraktiven Orten. In der Realitét trifft eine Kom-
bination aus repulsiver und attraktiver Diffusion die Bewegungen der Organismen
wohl am ehesten.

Modelle mit attaktive/repulsive Diffusion werden vorwiegend zur Modellierung von
Schwarmdynamik der Insekten und Fischen und Herdendynamik der Tiere verwendet.
Zahlreiche Beispiele werden von Okubo u. Levin (2001) vorgestellt.

2.3. Reaktions-Diffusionsmodelle fiir eine Population

2.3.1. Das Skellam-Modell

In dem Kapitel 2.1/ und 2.2 wurden die Wachstums- und Verbreitungsprozesse der
Populationen getrennt betrachtet. Die raumliche Ausbreitung einer invadierenden
Spezies kann als Kombination dieser beiden Prozesse beschrieben werden. Skellam
(1951) analysierte das einfachst Modell, in dem die beiden Prozesse beriicksichtigt
werden. Es handelt sich um eine Diffusionsgleichung mit exponentiellem Wachstum:
ON O?’N  O°N )

—:rmN—l—D( +

ot ox?  Oy? (2:30)
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N(r,b)

3
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(a) Kleine t ( ) Grofle t

Abbildung 2.8.: Losungen der eindimensionalen Skellam-Gleichung 2.31 (a) fiir
kleine und (b) grofie t. Bei kleine t ist das Verhalten dhnlich dem
der Fickschen Diffusion. Erst bei grofie t breitet sich die Popula-
tion im Raum konstant aus.

Mit den Anfangs- und Randbedingungen (2.16) und (2.18) wie fir die Ficksche
Diffusion lautet die Losung:

N(r,t) =

NO 7“2
ot — —— 2.31
4xDt P (T 4Dt) (2:31)

mit r = /22 4+ y2. Die Losung ist fiir alle ¢ > 0 eine Normalverteilung. Sie ist in
Abbildungen 2.8(a) und 2.8(b) fir D = 1, r,, = 1, Ny = 0.25 und verschiedene Zeiten
t dargestellt.

Zu Beginn der zeitlichen Dynamik (Abb. 2.8(a)) ist das Verhalten der Losung
ahnlich der Fickschen Diffusion. Der Wachstumsanteil hat somit fiir die Anfangszeiten
keinen grofien Einfluss auf die Entwicklung der Population. Erst fir grofie ¢ (Abb.
2.8(b)) wachst die Population exponentiell. Dabei scheint sich die Population im
Raum mit konstanter Geschwindigkeit auszubreiten.

Die Etablierungsphase

Sei, wie im Kapitel 2.2.1 Seite(11, N* der Schwellwert, unterhalb dessen Organismen
in der Realitat nicht auffindbar sind und r* der Ort an dem dieser Schwellwert erreicht
wird. Fiir N(r,t) = N* und r = rx folgt aus der Gleichung (2.31) die zeitabhangige
Funktion fiir die Ausbreitung der Population im Raum:

r* =2V Dt - \/rmt+ln (2.32)

47TDN *
Die Abbildung 2.9(a) zeigt den Ausbreitungsradius r* des Skellam-Modells. Es

ist zu erkennen, dass die Ausbreitung der Population am Anfang dhnlich wie bei
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(a) Mit Etablierungsphase (b) Ohne Etablierungsphase

Abbildung 2.9.: Der Ausbreitungsradius r* einer Population beim Skellam-Modell
mit den Parametern D = 1, r,, = 1 und N* = 0.1. (a) Mit
Ny = 0.25 und v = 2.5 tritt eine Etablierungsphase auf. (b) Mit
No =1 und v = 10 > 47/ verschwindet die Etablierungsphase.

der Ficksche Diffusion in Abbildung 2.6(b) verlduft. Da der Diffusionsprozess an-
fangs schneller ist als der Wachstumsprozess, fallt die Populationsdichte unter den
Schwellwert N*. Erst nach einiger Zeit breitet sich die Population linear aus. Die
Zeit bis zur linearen Ausbreitung wird als Etablierungszeit einer invadierenden Art
bezeichnet.

Die Etablierungsphase ist das Intervall zwischen ¢ = 0 und den Zeitpunkt ., an
dem die Funktion r* wieder positiv wird. Mit t = ¢, und r* = 0 folgt aus der Gleichung
(2.32) die Beziehung:

m IV,
v = Z)N’? = 4dmry,te exp(—rpte). (2.33)

In der Abbildung 2.10/ist 7,,t. tiber v aufgetragen. Aus dieser Abbildung wird er-
sichtlich, dass t, — oo fiir v — 0. Fiir grofler werdende v wird die Etablierungsphase

t. schnell kleiner. Ab ~v = % verschwindet die Etablierungsphase. Somit breitet sich

eine invadierende Art fiir v > ‘i—“ von Beginn an aus. Als Beispiel fiir diesen Fall ist in

Abbildung 2.9(b) die réumlicheeAusbreitung einer Population mit v = 10 dargestellt.

Die Lange der Etablierungsphase ist also von v = % abhéngig (Shigesada u. a.

1995, S. 237). Sie ist dabei desto langer, je kleiner die intrinsische Wachstumsrate r,,
und die Anfangspopulation Ny sind. Andererseits verkiirzt sich die Etablierungspha-
se, wenn der Diffusionskoeffizient D und der Schwellwert N* sich vergroflern. Liegt
fur eine invadierende Art zusétzlich zu der intrinsischen Wachstumsrate r,,, und dem
Diffusionskoeffizient D noch Daten tiber die Anfangspopulation Ny und die Etablie-
rungszeit t, vor, lasst sich aus der Gleichung (2.33) der Schwellwert N* ermitteln.
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Abbildung 2.10.: Linge der Etablierungsphase t. in Abhangigkeit von ~. Die Eta-
blierungsphase wird kiirzer, wenn v groler wird und verschwindet
abrupt bei v > 47/ (nach Shigesada u.a. 1995, S. 237).

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit
Die Annahme, dass die Steigung der Funktion fir r* (2.32) nach der Etablierungs-
phase konstant ist, fithrt zu (vgl. Shigesada u. Kawasaki 1997, S. 45):

.t . 2vDt \/rmt +In o5k
v = lim — = lim
t—o0 t—o0 t
1 N, (2.34)
= lim 2+/7,,D - 4/1 + —In ———
e “V Tm \/ + Tt " 4r DN+

=2¢/r,D

Dabei bezeichnet v die endgiiltige Ausbreitungsgeschwindigkeit der Population. Die-
se Geschwindigkeit ist von der Wachstumsrate r,, und den Diffusionskoeffizient D
abhéngig. Dies zeigt, dass invasive Ausbreitungen der Populationen immer eine Kom-
bination aus Diffusions- und Wachstumsprozessen sind. Diese Ausbreitungsgeschwin-
digkeit wurde schon bereits von Luther (1906) bestimmt. Dabei wurden die Gleichung
(2.30) als chemische Reaktion 1. Ordnung und v als Ausbreitungsgeschwindigkeit der
chemischen Reaktion interpretiert.

2.3.2. Das Fisher-Modell

Das Modell von Skellam gibt die Ausbreitung von Populationen im Raum gut wieder.
Die Populationsdichte wachst aber durch das exponentielle Wachstum ins Unendliche.
Um dies zu verhindern, kann das exponentielle Wachstum in Skellam-Modell durch
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Abbildung 2.11.: Numerische Losungen der zweidimensionalen Fishergleichung
(2.35) fir r = 1, K = 1 und D = 1. Die Populationsdichte
steigt bis zur Kapazitat an. Dabei breitet sich die Population
radial aus.

einen logistischen Wachstumsterm ersetzt werden. Das fiihrt zu der Gleichung;:

ON N O*N  0°N

Dieser Ansatz wurde erstmals von Fisher (1937) zur Modellierung eines vorteilhaften
Gens innerhalb einer Population verwendet. Unabhéngig davon wurde die Gleichung
(2.35) zeitgleich von Kolmogorov u. a. deSﬂ) untersucht.

Da der logistische Wachstumsterm nichtlinear ist, kann diese partielle Differen-
tialgleichung nicht analytisch gelost werden. Die Abbildungen 2.11(a) und 2.11(b)
zeigen numerische Losungen der Fishergleichung fiir t = 6 und ¢t = 12. Dabei wurde
mit r =1, K =1 und D = 1 gerechnet. Es ist erkennbar, dass sich die Organismen
kreisformig ausbreiten.

Vereinfachung der zweidimensionalen Fishergleichung

Wird die Anfangspopulation in die Mitte des Koordinatensystems gelegt, kann die
zweidimensionale Fishergleichung auf die eindimensionale zuriickgefiihrt werden. Da-

zu wird der radiale Abstand vom Ursprung r = /22 +y? und N(z,y,t) = n(r,t)
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N(r,b)
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Abbildung 2.12.: Numerische Losungen der eindimensionalen Fishergleichung

gesetzt. Fir die partiellen Ableitungen folgt daraus:

ON On Or On

- _ .2 _Z" 2.

ot ot ot ot (2.36a)

PN _ o (or\ om o

or2  Or2 ox or 0x? 2 360
B x? 0’n n 1 B x? 8_n (2 )
“VEre o \VEre @) o

PN _ o (o) on

oy2  or2 \ Oy or  0y?

) ) ) (2.36¢)

B Y _ o0“n n 1 B Y ‘ 8_77,
- /22 142 Or? 2+ (a2 +y2)32 ) or

Diese partiellen Ableitungen in die zweidimensionale Fishergleichung (2.35) einge-
setzt, filhrt zu:

on n 9’n  10n
AL 1——) p(Zl ) 2.37
ar " ( K" * (8T2 * r 37’) (2:37)
Da %‘3—’; — 0 konvergiert fiir r — oo, kann diese Gleichung durch
on n 9n
= (1- —) D<= 2.
a ( K" + or? (2.38)

angendhert werden (vgl. Shigesada u. Kawasaki 1997, S. 58). Die zweidimensionale
Fishergleichung ist damit fiir grofie » durch die eindimensionale approximierbar. Die
Ausbreitung der eindimensionalen Fishergleichung kann als radiale Ausbreitung in
zwei Dimensionen interpretiert werden.
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Die Abbildung (2.12) zeigt die numerische Losung der eindimensionalen Fisher-
gleichung mit r,, =1, D = 1 und K = 1 fiir verschiedene Zeiten t. Der zugehorige
Programmcode ist im Anhang A.1 aufgelistet. Fiir kleine ¢ verhalten sich die Lo-
sungen dhnlich dem des Skellam-Modells. Erst fiir groflere ¢ ist zu erkennen, dass
die Populationsdichte durch die Kapazitat beschrankt ist. Die Front der Population
bewegt sich konstant mit der Zeit. Dabei hat die Front immer eine sigmoide Form.
Das Verhalten an der Spitz& der Front ist dhnlich wie beim Skellam-Modell. Dort
ist die Populationsdichte sehr niedrig, so dass der Konkurrenzeffekt keine starke Aus-
wirkungen auf das System hat.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit

Aus der Abbildung 2.12/ mit der Losung der eindimensionalen Fishergleichung ist
zu erkennen, dass die sigmoide Kurve der Front zwischen der Kapazitdt K und 0
verlauft. Deshalb werden als sinnvolle Randbedingungen

n(—oo,t) = K und n(oco,t) = 0. (2.39)
angenommen. Um die Geschwindigkeit der Front zu ermitteln, wird
n(r,t) =U(¢) mit ¢ =r — vt (2.40)

gesetzt. Dabei ist ¢ die mitbewegte Wellenkoordinate und v die Frontgeschwindigkeit.
Fiir die Randbedingungen folgt daraus:

U(—o0) = K und U(oo) = 0. (2.41)
Durch den Ansatz (2.40) gilt fir die partiellen Ableitungen:

on U 96 U

2. — = 2.42
ot 96 ot ot (2422)
on oU oOr 0oU

E_%'E_({?Tb (2.42b)

’n  O0*U

Damit kann die eindimensionale Fishergleichung (2.38) in die folgende gewohnliche
Differentialgleichung tiberfithrt werden:

U+ %U’ + %” (1 - %) Ul (2.43)

!Der blau markierte Bereich in der Abbildung (2.12).
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Dabei ist U’ die Ableitung nach ¢. Durch die Uberfithrung in ein System von Diffe-
rentialgleichungen 1. Ordnung erhélt man:

U=V, (2.44a)

, T'm U v
—_ (1= _ 2.44
% D ( K)U DV ( b)

Durch die Uberfithrung in ein System miissen auch die Randbedingungen (2.41)
transformiert werden:

U(—

) =K, V(—o0) =0, (2.45a)
U(o0) = 0

00
o0) =0, V(o0) = 0. (2.45b)
Die stationiren Punkte des Systems (2.44) sind

S1=1(0,0) und Sy = (K,0). (2.46)

Diese Punkte entsprechen den Randbedingungen. Die stationaren Punkte sind damit
die Werte (U, V) fur ¢ = +oo. Fir das System (2.44) lésst sich die Jakobi-Matrix
berechnen:

J = (ﬁ (28 . _1%) | (2.47)

Die Eigenwerte der Jakobi-Matrix fiir den stationdren Punkt S; = (0,0) sind:

Ao = % (—v + Vo2 — 4rmD> . (2.48)
Fir v > 24/7,, D sind die Eigenwerte A, o reell und negativ. Deshalb ist der stationére
Punkt S; = (0,0) fiir v > 2v/r,,, D ein stabiler Knoten. Dagegen sind die Eigenwerte
fir v < 24/r,, D komplex, aber der Realteil bleibt negativ. Damit ist S; = (0,0) fir
v < 24/, D ein stabiler Strudel.

Die Eigenwerte der Jakobi-Matrix fiir den stationdren Punkt Sy = (K, 0) sind:

1
A2 = 3D (—v + v+ 4rmD) : (2.49)

Diese Eigenwerte \; o sind immer reelwertig und haben verschiedene Vorzeichen. Bei
Sy = (K, 0) liegt also immer ein Sattelpunkt vor.

Das Verhalten der Losungen wird in den Phasendiagrammen 2.13(a) und 2.13(b)
veranschaulicht. Es wurde U’ =V {iber U aufgetragen. Die Abbildung stellt
den Fall v > 24/r,,D dar. Man sieht, dass der stationidre Punkt S; = (0,0) in
diesem Fall ein stabiler Knoten und der zweite stationére Punkt Sy = (K,0) ein
Sattelpunkt ist. Es existieren zwei Trajektorien, die aus dem Sattelpunkt entspringen.
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Abbildung 2.13.: Phasendiagramme des Fisher-Modells mit Richtungsfeld, Null-
klinen und einigen Trajektorien fur (a) v > 4r,D und (b)
v < 4r,, D. Der blaue Graph ist die Nullkline U’ = 0 und der
grime Graph die Nullkline U’ —rm (1 — U) U. Trajektorien
werden durch gestrichelte leen dargestellt Der Fall (b) fiihrt
zu negativen Populationsdichten und kann deshalb in der Reali-
tét nicht auftreten.

Eine verbindet die beiden stationaren Punkte. Diese Trajektorie entspricht der Front

der Population.

Der Fall v < 2/, D ist in 2.13(b) abgebildet. Der stationére Punkt S; = (0, 0) ist
dort ein stabiler Strudel. Die gedampften Oszillationen um diesen Punkt fithren zu
negativen Werten von U. Da U(¢) die Populationsdichte reprasentiert, kann dieser
Fall in der Realitat nicht auftreten. Es gilt also fiir die Frontgeschwindigkeit v immer:

v > 2y/ryD. (2.50)

Deshalb ist die Minimalgeschwindigkeit der Front einer Invasion v,,;, = 2+/7,, D. Dies
bedeutet zunachst, dass auch Frontgeschwindikeiten v > v,,;, existieren. Es wurde
aber von Fife (1979) gezeigt, dass alle Anfangsbedingungen, bei denen die Anfangs-
populationen lokal konzentriert sind, zu der Frontgeschwindigkeit v,,;, fiihren.

2.4. Reaktions-Diffusionsmodelle fiir zwei
Populationen

2.4.1. Invasion von konkurrierenden Arten

Im letzten Kapitel 2.3 wurde ausschliefilich die Ausbreitung einer invadierenden Art
betrachtet. Um Wechselwirkungen mit den einheimischen Arten zu beriicksichtigen,
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wird in diesem Kapitel die Ausbreitung der invadierenden Art unter Konkurrenz mit
einer einheimischen Art betrachtet. Dazu wird das Fisher-Modell um einen Term fiir
die interspezifische Konkurrenz erweitert:

le aQNl

dt = 7’1N1 - C11N1 - C12N1N2 + D1 o 5 (251&)
dN. 02 N.
2 = TQNQ — CQQNQ - C21N1N2 + D2 2 (251b)
dt 0x?

Dieses Modell entspricht dem Lotka-Volterra-Konkurrenzmodell aus dem Kapitel
2.1.3 mit einem zusatzlichen Diffusionsterm. Hier sei N; die einheimische Art und Ns
die invasive Art. Wie beim Fisher-Modell kann die Ausbreitung in einer Dimension
als radiale Ausbreitung in zwei Dimensionen interpretiert werden.

Fir die weitere Betrachtung des Modells wird die Annahme getroffen, dass das
Gebiet bereits vollstandig von der einheimischen Art besiedelt wurde und die Popu-
lationsdichte iiberall bereits die Kapazitatsgrenze K; = 7 erreicht hat. Es sei also
Ni(z,0) = K;. Wenn die invasive Art Ny das Gebiet noch nicht erreicht hat, liegt
also der stationdre Punkt S; = (K1,0) (2.9) des Lotka-Volterra-Konkurrenzmodells
vor. Wie die Stabilitdtsanalyse gezeigt hat, ist S; ein stabiler Knoten fir K7 > ;—21
und ein Sattelpunkt fir K; < ;—21 Somit ist eine Invasion nur moglich, wenn K; < ;—21
gilt.

Fir die numerische Berechnung werden deshalb nur die Falle Ky < 22 betrachtet.
Der entsprechende Programmcode ist im Anhang/B.1 aufgelistet. Als Anfangsbedln—
gungen werden wie oben beschrieben Ny(z,0) = K; und Ny(z,0) = 0 angenommen.
Nur in einem kleinen Ausschnitt des betrachteten Systems wird diese Bedingung
verdandert, so dass eine Anfangspopulation der invasiven Art existiert. Wie beim
Lotka-Volterra-Konkurrenzmodell gibt es fir K7 < 72 zwei Fille:

r () r T

1. Fall: Ki=—< und — < Ky=— (2.52a)
C11 021 C12 C22

2. Fall: K, = ooz und LEIEN Ky = 2 (2.52Db)
C11 Co1 C12 C22

Fiir den ersten Fall wurde als Beispiel mit den Parametern r; = 0.9, r, = 1, ¢ =
Cog = C19 = 91 = 1 und Dy = Dy = 1 gerechnet. Fiir die invasive Art Ny wurde eine
Anfangspopulation an der Stelle r = 100 angenommen. Die Situation zur Zeit ¢t = 100
ist in Abbildung 2.14(a) zu sehen. Die invasive Art N, verdréingt die einheimische
Art N;. Dabei steigt die Populationsdichte der invasiven Art auf deren Kapazitéit
K5 = 1 und die einheimische Art stirbt aus. Es bildet sich wie beim Fisher-Modell
eine sigmoide Invasionsfront.

Auch beim zweiten Fall entsteht eine sigmoide Front. Beispielhaft wurde mit r| =
09,70 =1,c11 =1 = 1, coo = 1.1, 19 = 0.9 und Dy = Dy = 1 gerechnet und
in Abbildung 2.14(b) fir ¢ = 100 dargestellt. Die invasive Art kann sich wie beim

ersten Fall ausbreiten. Dabei stirbt die einheimische Art weder aus, noch erreicht die
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Abbildung 2.14.: Invasion eines von der Art N; (griner Graph) besiedelten Gebie-
tes durch eine konkurrierende Art Ny (blauer Graph). Die An-
fangspopulation der invasiven Art Ny wurde am Ort x = 100
gesetzt. Es ist jeweils die Situtation zum Zeitpunkt ¢ = 100
dargestellt Die Abbildung (a) ist ein Beispiel fir den 1. Fall
(2.52a). Es wurde mit den Parametern r; = 0.9, r, = 1,
€11 = Cy9 = C19 = 91 = 1 und Dy = Dy = 1 gerechnet. Die ein-
heimische Art N; wird von der invasiven Art N, verdréangt und
stirbt aus. In (b) wurde mit den Parametern r; = 0.9, ro = 1,
c11 =C1 =1, coo = 1.1, ¢1o0 = 0.9 und Dy = Dy = 1 gerechnet
und ist ein Beispiel fiir den 2. Fall (2.52b). Hier koexistieren die
beiden Arten. In beiden Fallen breitet sich die Invasionsfront von
Ny mit der Geschwindigkeit 73 (2.54) aus.

invasive Art ihre Kapazitdt. Stattdessen sinkt die Populationsdichte der einheimi-

schen Art auf % = 0.45 und die Populationsdichte der invasive Art steigt
11€22—c12¢21

auf 2al-nei — (5 Das entspricht dem stationiren Punkt Sz (2.9) des Lotka-

C11C22—C12C21
Volterra-Konkurrenzmodells, bei dem eine Koexistenz moglich ist.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit
Wie beim Fisher-Model gezeigt wurde, breitet sich eine Population ohne interspe-
zifische Konkurrenz mit der Geschwindigkeit v = 2+/7,D aus. Demnach betragt
die Frontgeschwindigkeit der invasiven Art N, fiir beide Beispiele von oben vy =
2y/r9Dy = 2 und die Ausbreitung von N, miisste damit zur Zeit ¢ = 100 in allen
Richtungen 200 betragen. Aus den Abbildungen 2.14(a) und 2.14(b) ist aber zu er-
kennen, dass sich die invasive Art Ny lediglich ca. 65 Raumeinheiten vom Ort der
Anfangspopulation (x = 100) ausgebreitet hat. Demnach ist die Frontgeschwindigkeit
ungefahr 0.65. An diesem Beispiel ist zu sehen, dass die Ausbreitung einer invasiven
Art durch Konkurrenz gehemmt wird.

An der Spitze der Invasionsfront betragen die Populationsdichten der beiden Arten



26 2.4. Reaktions-Diffusionsmodelle fiir zwei Populationen

ndherungsweise Ny ~ K; = "—1 und N, ~ 0. Dadurch kann ¢y, N, vernachléssigt
werden und fiir die Glelchung 12 51b) gilt (Shigesada u. Kawasaki 1997, S. 108):
dN, 0% N,
— = —cy1— | Ny + D ) 2.53
i (7’2 CQ1CH> 2 + Do——- 922 (2.53)

Diese Gleichung entspricht dem eindimensionalen Skellam-Modell. Dabei ist r,, =
ro — 021;—11 die intrinsische Wachstumsrate und D = D, der Diffusionskoeffizient. Wie
bereits gezeigt, betrigt die Ausbreitungsgeschwindigkeit beim Skellam-Modell v =
2v/rm D. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der invasiven Art Ny unter Konkurrenz ist

demnach:
T = 2\/7~2D2 (1 - cﬂ“). (2.54)
C1172

Eine erfolgreiche Invasion ist nur unter der Bedingung K, ;11 P z'ﬂ:; 1

moglich. Deshalb ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit mit 1ntraspez1ﬁscher Konkur-
renz echt kleiner als beim Skellam- und Fisher-Modell:

T = (1 - Cm“) < . (2.55)

C1172

Fiir die beiden Beispiele bedeutet dies, dass die Frontgeschwindigkeit ca. vy = 0.63
betrigt. Anhand der Abbildungen ) und 2.14(b) ist zu erkennen, dass dieser

Wert mit den numerischen Losungen uberelnstlmmt

2.4.2. Invasion durch einen Rauber

In diesem Kapitel wird die Invasion eines Gebietes durch einen Rauber R betrachtet,
wobei eine einheimische Art die Beute B dieser invasiven Art ist. Zur Modellierung
wird das eindimensionale Lotka-Volterra-Rauber-Beutemodell mit Diffusion verwen-
det (Dunbar 1983):

dB B 0B
=18 (1 - ?> —aBR+ Dy (2.56a)
dR 02R
—bB D 2.
— =DBR—mR+ Dy (2.56D)

Der erste Term der Gleichung (2.56a)) beschreibt das logistische Wachstum der Beute.
Je hdufiger Rauber und Beute zusammentreffen, desto schneller wachst die Zahl der
Rauber und desto schneller sinkt die Zahl der Beute. Dies wird durch den zweiten
Term der Gleichung (2.56a) und den ersten Term der Gleichung (2.56b)) beschrie-
ben. Der zweite Term der Gleichung (2.56b) ist die dichteabhéngige Sterberate des
Réaubers.
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Abbildung 2.15.: Phasendiagramme des Lotka-Volterra-Rauber-Beutemodells mit
Nullklinen, stationaren Punkten und Trajektorien. Der griine
Graph ist die Nullkline (2.57b), der blaue Graph die Nullkline
(2.57d) und der schwarze Graph eine beispielhafte Trajektorie.

Zunachst wird das System ohne Diffusion analysiert. Die Nullklinen des Systems
sind:

dB

=0 - 0 (2.57a)
r B
d - o= 2.57h
oder R a( K)’ (2.57Db)
dR
i = 2.
=0 = R=0 (2.57¢)
m
d B=—. 2.57d
oder B (2.57d)

Diese beiden Nullklinen und die stationidren Punkte

So=(0,0), Si=(K,0) und S,= (%%) — (B*,R") (2.58)

sind in den Phasendiagrammen 2.15(a) und 2.15(b) eingezeichnet.
Die Jakobi-Matrix des Lotka-Volterra-Rauber-Beutemodell ohne Diffusion lautet:

r—*F —aR BR(r— % —aR)\
_ K
J = ( R bB —m (2.59)
Die Eigenwerte von J |g, sind A\; = r und Ay = —m. Somit ist der stationdre Punkt Sy

ein Sattelpunkt. Von der Matrix J |g, sind die Eigenwerte A; = r und Ay = bK —m.
Daher ist S; ein Sattelpunkt fir K > m/y und fir K < m/p ein stabiler Knoten.
Fiir den dritten stationdren Punkt Sy ist nur der Fall XK' > ™/ sinnvoll, da sonst
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Abbildung 2.16.: Numerische Loésung des Lotka-Volterra-Rauber-Beutemodells
mit Diffusion zum Zeitpunkt ¢ = 50 fiir den Fall K > m/p mit
den Parametern r =1, a=1, K =1, D; = Dy =1, (a) b = 0.6,
m = 0.33 und (b) b = 4, m = 2.2. Der griine Graph stellt die
Populationsdichte der Beute und der blaue Graph die Populati-
onsdichte des Raubers dar (nach Shigesada u. Kawasaki 1997,
S. 136).

R* negative Werte annimmt. Dieser Fall ist in der Abbildung 2.15(a) dargestellt.
Demnach entspricht der stationdre Punkt Sy einem stabilen Strudel. Eine Invasion
durch einen Réuber ist also nur moglich, wenn die Kapazitat K der Beute grofer ist
als m/p.

Als néchstes wird das System (2.56) mit Diffusion analysiert. Es wird angenom-
men, dass die Populationsdichte der Beute bereits im ganzen Gebiet die Kapazitéit
erreicht hat und dass einige Individuen ngy des invasiven Raubers an der Stelle z = 0
erscheinen. Die Anfangsbedingungen sind deshalb:

B(z,0) = K, (2.60a)
R(z,0) = ngd(x) (2.60b)

mit 0(z) als die Dirac Delta-Funktion.

Bei K < m/b scheitert die Invasion und der Rauber stirbt aus. Fur K > ™/ sind
die nummerischen Losungen des Systems beispielhaft fiir verschiedene Parameter
zum Zeitpunkt ¢ = 50 abgebildet (Abb. 2.16(a) und Abb. 2.16(b)). Der zugehorige
Programmcode ist im Anhang|A.2 aufgelistet. Bei dieser Parameterwahl bildet sich
eine Invasionsfront, die sich mit der Zeit im Raum bewegt. Hinter der Front streben
die Populationsdichten monoton oder oszillierend gegen den stationdren Punkt S,
(Murray 1998b, S. 9).
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Die Ausbreitungsgeschwindigkeit

Wie bei der Bestimmung der Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir konkurrierende Arten
(Gleichung (2.53)) kann auch hier angenommen werden, dass an der Spitze der In-
vasionsfront die Populationsdichten nédherungsweise B ~ K und R ~ 0 sind. Somit
gilt dann fir die Gleichung (2.56b) (Shigesada u. Kawasaki 1997, S. 137):

dR O*R
— = (bK — Dy—. 2.61

Diese Gleichung hat die Form einer Skellam-Gleichung und daher gilt fiir die Aus-
breitungsgeschwindigkeit der Invasionsfront des Raubers:

vr = 21/ (bK — m)Ds. (2.62)






3. Invasion von Cardamine pratensis
am Urnerboden

3.1. Die Hochebene Urnerboden

Der Urnerboden ist eine ca. 5.5 km lange Hochebene im Kanton Uri in der Zentral-
schweiz. Die Ebene liegt 6stlich des Berges Klausen (1952 m) auf einer Héhe von ca.
1310 bis 1430m. Eine Ubersicht iiber den Urnerboden gibt die Abbildung 3.1. Die
Durchschnittstemperatur im Sommer 1970 betrug 12°C und im Winter -2°C. Der
durchschnittliche jahrliche Niederschlag betrug 1730 mm. Im Winter ist die Hoch-
ebene bis zu sechs Monaten mit Schnee bedeckt. Die Schneeschmelze beginnt Ende
April/Anfang Mai (vgl. Urbanska u.a. 1997, S. 235).

3.2. Die Cardamine Arten am Urnerboden
3.2.1. Die einheimischen Cardamine Arten

Cardamine amara

Urspriinglich wurde der Urnerboden von nur zwei Cardmine-Arten besiedelt, C. ama-
ra und C.rivularis. Cardamine amara L. sensu stricto, das Bittere Schaumkraut, wird
in zwei chromosomale Rassen unterteilt, diploid (2n = 2x :16)ﬁ und tetraploid (2n
= 4x = 32) (Lauber u. Wagner 1996, S. 358). C. amara benétigt néhrstoffreiche und
feuchte Boden. Es wéchst auf naf-humosen Lehm- und Tonbdden und ist haufig an
Quellen, Graben und Béchen mit flieBendem, sickerndem Wasser vorzufinden (Hegi
1963, S. 201). Auf dem Urnerboden kommt ausschliefllich die diploide Rasse (2n =
32) vor. Sie ist dort sehr verbreitet und wéchst entlang von Fliissen und auf partiell
tiberfluteten Wiesen mit hohem Néhrstoffgehalt (vgl. Urbanska u.a. 1997, S. 237).

1 ist die Anzahl der Chromosomen fiir eine meiotisch reduziert Zelle (Keimzelle) und 2n ist die
Anzahl von Chromosomen fiir eine nicht reduzierte Zelle (somatische Zelle). Der Buchstabe x
steht fir die Anzahl der Chromosomen des Basischromosomensatzes der Artengruppe. Daran ist
auch die Polyplidiestufe zu erkennen. Die Ployplidiestufe gibt an, wie viele Chromosomensétze
die Zelle enthéllt. Arten mit doppelten Chromosomensatz werden als diploid bezeichnet, mit
drei Chromosomensétzen als triploid usw.
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Abbildung 3.1.: Ubersicht iiber den Urnerboden dswissinfoGEO 2006‘).

Cardamine rivularis

Cardamine rivularis Schur. gehort zu der C. pratensis Gruppe. Die Pflanze wéchst in
Hohen von 1200 bis 2200 m. Andere Arten der C. pratensis Gruppe sind meist nur in
tieferen Hohenlagen anzutreffen. C. rivularis kommt in Bulgarien, in den Karpaten
und in den Alpen vor @ m, S. 201). Die Population in den Alpen scheint sich
leicht von den anderen Populationen zu unterscheiden (Marhold u. Rayner 1994). Es
wurde aber noch kein Name fiir die alpine Art vergeben. Die alpine C. rivularis-Art
wird wie C. amara in zwei chromosomale Rassen (2n = 2x = 16, 2n = 4x = 32)
unterteilt (Lauber u. Wagner 1996, S. 360). Auf dem Urnerboden wurde nur die
diploide (2n = 4x = 26) Form beobachtet. C. rivularis wiachst auf dauerhaft feuchten
Wiesen mit niedrigem bis mittlerem Nahrstoffgehalt. Die Pflanze ist iiber den ganzen
Urnerboden bis zur Spitze des Berges Klausen verbreitet (vgl. Urbanska u. a. 1997,
S. 237).

Cardamine x insueta

Die ersten natiirlichen Hybriden von C. amara und C. rivularis wurden 1972 von
Urbanska und Landolt gefunden und 1977 beschrieben dUrba,nska u. a. ‘1997, S.
238). Dieser triploide Hybrid (2n = 3x = 24) wurde Cardamine x insueta Urbanska
genannt und ist durch die Bestdubung eines unreduzierten diploiden C. rivularis
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Cardamine rivularis @ Cardamine amara &
(2n = 2x = 16; Genom RR) (2n = 2x = 16; Genom AA)
dauerhaft feuchte Wiesen partiell iberflutete Flachen

\/

Cardamine X insueta

(2n = 3x = 24; Genom RRA) Cardamine pratensis
entwésserte und gediingte Heuwiesen (2n = 4x = 30)
Talart

Cardamine schulzii
(2n = 6x = 48; Genom RRRRAA)
entwisserte Graben und Weiden

Abbildung 3.2.: Die Cardamine-Arten am Urnerboden (bearbeitet Hurka u.a.
2003, S. 278)

Gameten? mit einem reduzierten haploiden C. amara Gameten entstanden. C. X
insueta hat somit 16 Chromosomen von C. rivularis (RR) und 8 Chromosomen von
C. amara (A). C. rivularis ist der miitterliche und C. amara der véterliche Elternteil.
Die erfolgreiche Etablierung von C. x insueta auf dem Urnerboden wurde durch das
Anlegen von entwésserten und gediingten Heuwiesen um 1901 ermoglicht.

Cardamine schulzii

Durch Autopolyploidiéﬁ der C. x insueta ist die Cardamine schulzii Urbanska ent-
standen. Die Pflanze wurde 1974 gefunden und 1977 beschrieben. Bei Cardamine
schulzii handelt es sich um ein hexaploid (2n = 6x = 48) vom Typ RRRRAA. Die
Pflanze besiedelt entwésserte Graben und Wiesen. Daher wird die Entstehung dieses
Taxon auf den Beginn der Entwésserung des Landes vor ca. 50-70 Jahre geschatzt
(Hurka u.a. 2003, S. 286).

3.2.2. Die invasive Cardamine pratensis

1994 wurde auf dem Urnerboden eine weitere Cardamine pratensis-Art gefunden (Ur-
banska u.a. 1997, S. 238). Es handelt sich dabei um einen hypotetraploidE (2n = 4x
= 30). Das natiirliche Vorkommen beschrankt sich auf das Tiefland. Die C. praten-
sis Population des Urnerbodens befindet sich in der Néahe des Dorfes im Siidwesten

2Eine Geschlechtszelle oder Keimzelle wird als Gamet bezeichnet.

3 Autopolyploidie ist die Vervielfiltigung des eigenen Chromosomensatzes.

4Bei einem Hypoploid fehlen den Zellen einige Chromosomen. C. pratensis fehlen zwei Chromoso-
me.
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Tabelle 3.1.: Anzahl der Influoreszenzen der Cardamine pratensis Populationen
aus den Jahren 1998 (Landolt, unveréffentlichte Daten) und 2002/03
(Monninghoff, unveréffentlichte Daten).

Fliche 1998 2002 2003 Anderung in %

HA 230 200 180 -22
HB 402 300 250 -38
HC 1929 1950 1965 2.3
HF 587 980 1360 132
UA 94 130 98 4.3
gesamt 3233 3560 3853 19

der Hochebene. 1994 gab es nur zwei Flachen, wo C. pratensis registriert wurde, eine
kleine Flache von ein paar Quadratmeter mit weniger als 10 Pflanzen und eine Fléache
von etwa 200 m? mit ca. 150 Pflanzen. Es wurden Zahlungen der Tnfloreszenzen® auf
5 Fléchen zur Abschétzung der Populationsgrofe in den Jahren 1998, 2002 und 2003
durchgefiihrt. Die Daten sind in der Tabelle 3.1 dargestellt. Die raumliche Vertei-
lung von C. pratensis im Jahr 2001 ist in der Abbildung/3.3 dargestellt. Anhand der
Zahlungen wurde eine Zunahme der C. pratensis Population um 19 % festgestellt.

Es wird vermutet, dass C. pratensis durch Heutransport auf die Hochebene gelang-
te. Auch eine Einfiithrung der Samen durch die Ausscheidungen des Viehs ist denkbar
(Neuffer und Ménninghoff, pers. comm.). Die Kithe werden nach der Schneeschmelze
von den Télern wieder auf die Hochebene beférdert und kénnten die Samen von C.
pratensis in den Téalern mit der Nahrung aufgenommen haben. Die Ausbreitung der
Pflanzen in dieser Hohenlage wurde vermutlich erst durch die Klimadnderung der
Schweiz ermoglicht (vgl. Hurka u.a. 2003, S.286).

3.3. Modell zur Ausbreitung von Cardamine pratensis
am Urnerboden

Aufgrund der nahen Verwandtschaft von Cardamine pratensis zu den einheimischen
Cardamine-Arten ist anzunehmen, dass sie ahnliche Ressourcen benétigen und um
diese konkurrieren. Zur Modellierung der invasiven Ausbreitung von C. pratensis auf
dem Urnerboden wird deshalb das zwei dimensionale Lotka-Volterra-Konkurrenzmo-

SInfloreszenzen sind Bliitenstéinde. Bei einem Bliitenstand handelt sich um eine Zusammenfassung
von Bliiten.
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Abbildung 3.3.: Habitate von Cardamine pratensis und den einheimischen Carda-
mine-Arten 2001 (bearbeitet Neuffer u.a. 2001, S. 33).

dell mit Diffusion aus dem Kapitel 2.4.1 angewendet:

8N1 82N1 82]\/vl

- = — Ny — No) N D 1
BN (ry — c11 Ny — c19 No) Ny + D,y ( 2 + o2 ) (3.1a)
ON, 0’Ny 02N,

L — Ny — N{)Ns+ D . 3.1b
o (12 — €22 Na — co1 N1) Na + Dy ( 972 + 0 (3.1b)

Dabei sei Ni(z,y,t) die zusammengefasste Populationsdichte der etablierten Car-
damine-Arten und No(z,y,t) die Populationsdichte der invasiven C. pratensis-Art.
Die Parameter r; und ry sind die jeweiligen intrinsischen Wachstumsraten, ¢y, und
c99 sind die Koeffizienten fir die intraspezifische Konkurrenz, ¢ und co; sind die
Koeffizienten fiir die interspezifische Konkurrenz und D; und D, sind die Diffusions-
koeffizienten.

Es wird ein raumlich zweidimensionales Modell verwendet, da der Urnerboden
langlich geformt ist. Wegen der lénglichen Form ist die Verwendung eines eindimen-
sionalen Modells nicht sinnvoll. Modelliert wird der Bereich ab der Fundstelle von
C. pratensis bis zu 4 km bergab Richtung Kanton Glarus. Das entspricht etwa dem
Gebiet auf der Karte [3.3. Die Breite des Areals wird auf etwa einen Kilometer ge-
schétzt. Die Seiten der Hochebene sind sehr steil, der Boden ist dort zu trocken und
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fir die Cardamine-Arten ungeeignet. Sie bilden so einen recht scharfen, natiirlichen
Rand des Gebietes.

Anfangs- und Randbedingungen

Der Urnerboden ist nahezu vollstdndig mit den einheimischen Cardamine-Arten be-
wachsen. Deshalb werden die Anfangsbedingungen Ny (z,y,0) = K; und Ny(z,y,0) =
0m~2 angenommen. Es wird somit davon ausgegangen, dass die invasive C. pratensis
noch nicht im Modelareal angelangt ist, und die einheimischen Cardamine Arten an
ihrer natirlichen Kapazitat wachsen.

Die Zufuhr von C. pratensis durch den Heu- und Viehtransport wird tiber die
Randbedingungen simuliert. Es werden folgende Neumann-Randbedingungen ange-
nommen:

8N1(07 Y, t) _aNl(Lan Y, t)

ONy(z,0,t)  ONy(x,Ly,t)
oL _ 3 =0 Vo, (3.2b)
N(0,9,¢) _, Vy &G, (3.2d)
Ox
aNQ(Lm Y, t) _
ON3(2,0,t)  ONa(z, Ly, t)
o = By =0 V. (3.2f)

Die Parameter L, und L, bezeichnen die Grofle des Modellareals jeweils in x- und
y-Richtung. Die Zufuhr von C. pratensis durch den Heu- und Viehtransport vom Tal

wird tiber die Randbedingung (3.2c) modelliert. Der Zufluss von Individuen findet
nur in den Bereich x = 0 und y € G statt.

Der Urnerboden ist aufgrund der Witterung nur in den Sommermonaten zu er-
reichen. Im Winter ist der Pass zum Urnerboden gesperrt. Somit ist der Heu- und
Viehtransport nur in den Sommermonaten moéglich. Deshalb wird die Zufuhr von C.
pratensis mit einer periodischen Funktion f(¢) = asin(bt+c)+d angendhert. Die Pa-
rameter dieser allgemeinen Sinusfunktion werden im nichsten Kapitel 3.4 bestimmt.

Numerische Berechnung

Die numerische Berechnung wird mit dem expliziten Eulerverfahren durchgefiihrt.
Dazu wird der Raum und die Zeit diskretisiert: + = 1 Az, y = j Ay und t = k At.
Mit ny(i,5,k) = N1(i Az, 7 Ay, k At) und no(i, 7, k) = No(i Az, j Ay, k At) erhilt
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man die Rekursionsformeln:

nl(iajvk + 1) :(7’1 —C11 nl(iaja k) - 012n2(i7j7 k)) nl(imja k)

nl(Z + 17j7 k) - 2n1(i7j7 k) + nl(Z B 17j7 k)
+ D, At( Ar2 (3.3a)
nl(iaj + ]-7k) - 2nl(i7j7 k) + nl(] - 17j7 k))
Ay

7’L2(i,j, k + 1) :(TQ — C22 n?(iaj7 k) — C21 nl(iaj7 k’))ng(l,j, k)

nQ(Z + 17j7 k) - 2”2(iaj7 k) + HQ(Z - 17j7 k)
+ Dy At( A2 (3.3)
n2(i7j + 17k) - 2n2(i7j7 k) +n2(.] - 17j7 k)
+ .
Ay?

Fir die Diskretisierung wird Ax = Ay = 1m gewéhlt. Da das simulierte Gebiet
L, = 4km und L, = 1km gro8 ist, werden 4000 Schritte in x-Richtung und 1000
Schritte in y-Richtung berechnet.

Desweiteren wird fiir die numerische Simulation ein 20m breites mittig gelege-
nes Feld angenommen, iiber denen die Zufuhr von C. pratensis stattfindet. Fiir die
Randbedingung (3.2¢) gilt somit G = [490; 510].

Ausbreitung iiber lange Distanzen

C. x insueta begann wahrscheinlich 1901 den Urnerboden zu besiedeln. 1996 hatte
C. x insueta schon schétzungsweise eine Fliache von ca. 25ha besiedelt (Urbanska
u.a. 1997, S. 238). Diese Ausbreitungsgeschwindigkeit ist nur mit der diffusiven Aus-
breitung tiber kurze Distanzen nicht zu erklaren. Die Cardamine Arten miissen noch
tiber zusétzliche Mechanismen {iber lange Distanzen (engl. long-distance dispersal,
kurz 1dd) ausgebreitet werden. Eine mogliche Erklarung dafiir wére die Verschlep-
pung der Samen durch Tiere und Menschen. Auch die Mahd kann die Ausbreitung
von Cardamine stark fordern, wenn sie nach der Samenreife durchgefiihrt wird. Eine
weitere Moglichkeit zur Verbreitung der Samen ist der Transport durch Wasser. Die
Cardamine Arten kommen héaufig auf feuchten Béden vor und kénnen einen grofien
Bodensamenspeicher ausbilden. Untersuchungen des Bodensamenspeichers von Car-
damine amara haben gezeigt, dass diese Art einen Bodensamenspeicher mit bis zu
35900 Samen pro m? aufbauen kann (Koch u.a. 2003, S. 344). Die Samen im Boden
konnen durch abflieBendes Regen- und Schmelzwasser transportiert werden.

Um diese ,Idd‘ im Modell zu berticksichtigen, wird das numerische Losungsschema
erweitert. Dies wird mit dem Pseudocode (Abb. [3.4) verdeutlicht. Der vollstandige
Programmcode ist im Anhang B.2 aufgelistet. Da die Samen nur einmal im Jahr rei-
fen, wird fiir die numerische Simulation angenommen, dass nur einmal in der Mitte
des Jahres neue Kolonien entstehen. Eine weitere Annahme ist, dass die Wahrschein-
lichkeit fiir die Ausbreitung iiber lange Distanzen fiir alle Pflanzen in einer Kolonie
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wiederhole( solange k < kEnd){
berechne( n1(i,j,k+1) )
berechne( n2(i,j,k+1) )
wenn ( Jahresmitte ){
Anzahl neuer_Kolonien = A * besiedelte_Fléache
fir (i=0, i<Anzahl neuer Kolonien, i++)
setze neu Kolonie an zuf&lligen Ort
}
k =%k + 1

Abbildung 3.4.: Pseudocode des numerischen Losungsverfahrens mit ,long-distance
dispersal‘.

iiberall gleich ist. Daher wird die Anzahl der neuen Kolonien proportional mit den
Faktor A zu der eingenommenen Flache ermittelt. Die neuen Kolonien werden zufallig
iiber das Modellareal verteilt, da die oben genannten moglichen Transportwege das
gesamte Areal tiberdecken konnen.

3.4. Parameterbestimmung

Die intrinsischen Wachstumsraten

Pflanzen der Gattung Cardamine verbreiten sich vegetativ und durch Samen. Die
vegetative Vermehrung erfolgt durch Rhizome. Bei einigen Arten wie z. B. C. pra-
tensis bilden sich auch an den bodenstandigen Blattern wurzelnde Brutknospen aus
(Briemle 1997, S. 99). Zur Verbreitung der Samen bilden die Pflanzen Schoten,
deren Fruchtklappen sich bei der Reife spiralférmig aufrollen und die Samen explosi-
onsartig mehrere Meter weit verstreuen (Philippi u.a. 1993, S. 228). Diese Form der
Pflanzenausbreitung wird Ballochorie genannt. Cardamine gehoért dabei zu den Saft-
druckstreuern, da die Schoten durch den Anstieg des Zellsaftdrucks aufspringen und
nicht wie bei den Austrocknungsstreuern durch Austrocknung des Fruchtgewebes.

Cardamine hat eine sehr hohe Samenzahl. Bei C. pratensis sind es ca. 150 bis
400 Samen (Briemle 1997, S. 99). Nach einem Jahr kénnen aus einer Pflanze un-
ter optimalen Bedingungen somit 150-400 Pflanzen entstehen. Unter Annahme des
exponentiellen Wachstums liegt die Wachstumsrate ry fliir C. pratensis zwischen
In(150)a~t ~ 5a~! und In(400)a~! ~ 6a~!. Aufgrund der nahen Verwandtschaft
zu den anderen Cardamine Arten, dirfte deren Wachstumsrate r; nicht stark von 9
abweichen.
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Die Diffusionskoeffizienten

Fir die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist vor allem die Verbreitung durch Samen von
Bedeutung, da viel groflere Distanzen iiberbriickt werden als durch die vegetative
Ausbreitung. Genauere Untersuchungen tiber die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
betrachteten Cardamine Arten liegen nicht vor. Untersuchungen iiber Cardamine
hirsuta haben aber gezeigt, dass deren Samen durchschnittlich 0.5 m weit verstreut
werden (Bachman u. Whiwell 1994, S.300). Da C. hirsuta und die anderen Cardamine
Arten ungefiahr gleich grof sind und den gleichen Mechanismus zur Samenverbreitung
benutzen, diirfte die Streuweite der Samen annahernd gleich sein. Wird zusatzlich die
vegetative Ausbreitung beachtet, liegt die durchschnittliche Ausbreitungsgeschwin-
digkeit unter 0.5m/a. Nach Fisher ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit v = 20/rD
und somit D = %. Es ergeben sich fiir die Wachstumsrate r = 5a~! die Diffusions-
koeffizienten D; = Dy = 0.0125m~2 und fir r =6a~! D; = Dy = 0.0l m~2.

Die Kapazitaten

Auf dem Urnerboden kommt C. x insueta auf einer ca. 25 ha groflen Fliache mit ca.
1000000 Pflanzen vor (Urbanska u.a. 1997, S. 239). Auf der gleichen Fléche wéchst
auch C. rivularis mit mehreren hunderttausend Pflanzen (Urbanska u.a. 1997, S.
238). Mit der Annahme, dass auf den 25 ha zusétzlich zu den C. X insueta noch ca.
250000 C. rivularis Pfanzen wachsen betragt die Kapazitiat K; = 5m~2. Fiir die
Kapazitat von C. pratensis wird angenommen, dass sie ungefihr der Kapazitiat von
C. x insueta entspricht (K5 = 4m~2). Aus den geschétzten Werten der Kapazititen

r

resultieren die intraspezifischen Konkurrenzkoeffizienten ¢;; = = = 1m?/a und
Co = 5 = 1.25m?/a.

Die interspezifischen Konkurrenzkoeffizienten

Die einheimischen Cardamine-Arten und C. pratensis kommen zusammen vor. Eine
Koexistenz der Arten ist offensichtlich moglich. Koexistenz von konkurrierenden Ar-
ten ist bei diesem Modell nur moéglich, wenn ITI < 2= und 07"722 < C’”le (vgl. Kapitel

2.4.1). Mit dieser Annahme lassen sich die interspezifischen Konkurrenzkoeffizienten
durch ¢ < 1.25m?/a und cy; < 1 m?/a abschitzen.

Der periodische Zufluss von C. pratensis

Der Zufluss von C. pratensis wird wie oben beschrieben durch die Randbedingung
(3.2¢) modelliert. Dabei wird der Zufluss durch eine allgemeine Sinusfunktion f(¢) =
asin(bt+c)+d angenéhert. Da der Heu- und Viehtransport einer jahrlichen Schwan-
kung unterliegt, sollte die Periode p = 27” ein Jahr betragen:

2
p:%:1<:>b:27r. (3.4)

Der maximale Zufuhr von C. pratensis findet im Sommer, in der Mitte des Jahres,
statt. Daher wird eine Phasenverschiebung der Sinusfunktion beno6tigt. Der Parame-
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Abbildung 3.5.: Die Funktion f(t) = 2 sin(2rt — 27) + 2 fiir die periodische Zufuhr
von Cardamine pratensis iber die Randbedingung (3.2¢).

ter ¢ bewirkt eine Phasenverschiebung um 7. Somit gilt fiir den Parameter c:

c 1 27

or 4T 4 (3:5)
Als néchstes wird angenommen, dass der Zufluss von C. pratensis die Kapazitatsgren-
ze nicht iiberschreitet, d. h. die Sinusfunktion soll zwischen 0 und Ky = 4 schwanken.

Fir die Amplitude a folgt daraus:

2

a = 2. (3.6)

Aus diesen Parametern resultiert die Funktion (Abbildung 3.5):

f(t) =2 sin(27t — %TW) +2 (3.7)

3.5. Ergebnisse

Zu Anfang der numerischen Berechnung ist das gesamte Modellareal vollsténdig von
den einheimischen Cardamine-Arten besiedelt. Dabei hat die Populationsdichte der
einheimischen Arten die Kapazitdt K; = 5 erreicht. Die invasive C. pratensis ist zu
diesem Zeitpunkt noch nicht im Modellareal, d. h. die Populationsdichte ist tiberall
Null. Die Abbildung 3.6 zeigt diese Anfangssituation.

Zunachst ist eine Simulation ohne die Verbreitung tiber weite Distanzen durchge-
fithrt worden. Es wurde mit den Parametern 7, = ro = 5a™!, ¢j1 = ¢12 = 1m? /a,
Con = 1.25m?/a, co; = 0.9m?/a und D; = Dy = 0.0125 m~2 gerechnet. Die Abbildun-
gen 3.7 zeigt die Ausbreitung der Cardamine-Arten nach 100 Jahren unter Annahme



3.5. Ergebnisse 41

30—

20—

Populationsdichte [r'r?]

2500
3000 3500

4000 1000 y[m]
x [m]
Abbildung 3.6.: Die Anfangsbedingungen N(z,7,0) = K; = 5m~2? und
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Abbildung 3.7.: Ausbreitung der einheimischen Cardamine Arten N; und der inva-
siven C. pratensis Ny mit reiner Diffusion nach 100 Jahren mit den
Parametern: 7 = ro = 5a™ !, ¢;1 = c1p = 1m?/a, ¢y = 1.25m?/a,
c91 = 0.9m?/a und D; = Dy = 0.0125m™2.
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Abbildung 3.8.: Schnitte durch die Abbildung [3.7. C. pratensis hat sich in 100
Jahren ca. 22 m in allen Richtungen ausgebreitet.

einer rein diffusiven Ausbreitung. Auf der Flache, auf der sich die neue Art C. praten-
sis angesiedelt hat, ist die Populationsdichte der einheimischen Art gesunken. Dabei
sinkt die Populationsdichte der einheimischen Arten auf

NP = Mt 7202 g e (3.8a)

C11C22 — C12C21

und die Populationsdichte der invasiven Art steigt auf

NS = AT g y3, (3.8b)

C11C22 — C12C21

Anhand der Abbildung 3.7 und der Schnitte 3.8(a) und 3.8(b) ist gut zu erkennen,
dass die invasive Art in der Simulation in 100 Jahren lediglich ca. 22 m in das Gebiet
vorgedrungen ist. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von der invasiven C. pratensis

stimmt mit der vorhergesagten Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir konkurrierende Ar-
ten (2.54) iiberein:

o = 2\/7~2D2 (1 _n Cm) = vy J1— 22— 0.22m/a. (3.9)

T2 C11 T2 C11

Die von C. pratensis eingenommene Fléche entspricht einem Halbkreis mit einem
Radius von 22m (760 m?) mit einer durch die Breite des Zuflusses bedingten zusitz-
lichen Fliche von 20m x 22m = 440m?. Unter Annahme rein diffusiver Ausbreitung
besetzt C. pratensis nach 100 Jahren eine Fliche von ca. 1200m?. Die theoretisch
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Abbildung 3.9.: Die durch numerische Simulation bestimmte von C. pratensis (N3)
mit reiner Diffusion besiedelte Flache (blauer Graph) und die theo-
retisch besiedelte Fléche A;(t) (gritner Graph).

besiedelte Flache A;(t) zur Zeit ¢ 1asst sich demnach mit der Funktion

7T(t 172)2

Ay(t) = +20m - t vy (3.10)
berechnen (Abb. 3.9).

Die numerisch berechnete von C. pratensis eingenommene Fléche betragt nach
hundert Jahren 1129m? (Abb. 3.9). Es liegt eine Differenz von 71 m? zum theore-
tischen Wert vor. Eine mogliche Ursache fiir diese Differenz sind numerische Fehler
durch die Diskretisierung des Raumes. Des weiteren wurden nur die Flachen als be-
siedelt angenommen, an denen C. pratensis mindestens eine Populationsdichte von
0.1 Pflanzen pro m? erreicht hat.

Die von C. pratensis eingenommene Flache nimmt aufgrund der konstanten Aus-
breitungsgeschwindigkeit quadratisch zu. Die kleinen Fluktuationen im Flachenzu-
wachs werden durch den periodischen Zufluss von C. pratensis erzeugt. Da die pe-
riodische Zufuhr von C. pratensis in der theoretischen Berechnung der besiedelten
Flache nicht berticksichtigt wurden und diese theoretische Flache mit der Flache aus
der numerischen Berechnung doch nahezu iibereinstimmt, kann angenommen wer-
den, dass die stiandige periodische Zufuhr auf lange Sicht keinen grofien Einfluss auf
den Verlauf der Invasion hat.

Fir die néchste Simulation wird zuséatzlich zur Fickschen Diffusion die Verbrei-
tung iiber ,Idd‘ mit betrachtet. Es wird mit dem gleichen Parametersatz wie bei der
vorherigen Simulation gerechnet. Neue Kolonien werden einmal in der Jahresmitte
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Abbildung 3.10.: Ausbreitung der einheimischen Cardamine Arten N; und der in-
vasiven C. pratensis No mit Jldd‘ nach 50, 75 und 100 Jahren mit
den Parametern: r; = r, = ba™l, ¢;; = 1m?/a, ¢ = 1m?/a,
Coy = 1.25m?/a, coy = 0.9m?/a, D; = Dy = 0.0125m™2 und
A =0.0055m2a"!.
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Abbildung 3.11.: Populationsdichte von C. pratensis mit ,ldd‘ nach 50, 75 und 100
Jahren.

erzeugt und die Anzahl der neuen Kolonien wird proportional zur eingenommenen
Flache berechnet. Als Proportionalititsfaktor wurde A = 0.0055 m~2a~! verwendet.

Die Abbildung 3.10(a) zeigt die numerische Simulation der Ausbreitung unter Be-
riicksichtigung von ,1dd‘ nach 50 Jahren. Durch die periodische Zufuhr von C. praten-
sis ist eine Hauptkonlonie entstanden. Neben der Hauptkolonie sind im Ausschnitt
noch keine weitere Kolonien entstanden. In der nichsten Abbildung 3.10(b) ist der
gleiche Abschnitt des Gebietes nach 75 Jahren dargestellt. Nun sind zuséatzlich zu
der Hauptkolonie zwei weitere Kolononien von C. pratensis zu sehen. Eine Kolonie
ist bereits mit der Hauptkolonie verschmolzen. Die Abbildung 3.10(c) zeigt die Si-
tutation nach 100 Jahren. Die Kolonien von der letzten Abbildung haben sich weiter
ausgebreitet und es sind viele neue Kolonien entstanden.

Diese Entwicklung ist ebenso in den Abbildungen 3.11(a), 3.11(b)/ und 3.11(c) zu
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Abbildung 3.12.: Populationsdichte von C. pratensis im gesamten Modellareal
nach 100 Jahren.
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Abbildung 3.13.: In dem jeweiligen Jahr durch ,ldd‘ neu entstehende Kolonien.

erkennen, in denen Populationsdichten von C. pratensis in dem gleichen Ausschnitt
des Gebietes als Hohendiagramm dargestellt sind. Die Populationsdichte von C. pra-
tensis ist fur das gesamte Modellareal in Abbildung[3.12 zu sehen. Das Gebiet ist
nach 100 Jahren mit vielen Kolonien von C. pratensis besiedelt.

Abbildung(3.13 zeigt die Anzahl der neuen Kolonien tiber die Zeit. Die Anzahl der
neuen Kolonien nimmt mit der Zeit exponentiell zu. Anfangs entstehen sehr wenige
neue Kolonien. Nach 13 Jahren entsteht die erste neue Kolonie, nach 50 Jahren
lediglich 15 neue Kolonien. Danach steigt die Anzahl der neuen Kolonien stark an.
Nach 100 Jahren liegt die Anzahl der neu entstehenden Kolonien iiber 1900.

In der Abbildung 3.14(a) ist die von C. pratensis eingenommene Fléche tiber der
Zeit aufgetragen. Hier ist zu sehen, dass anfangs die Entstehung neuer Kolonien durch
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Abbildung 3.14.: (a) Die von C. pratensis (N2) mit 1dd* besiedelte Flache A;q4q und
(b) der Logarithmus der besiedelten Fliche tuber die Zeit (blau-
er Graph) mit der Regressionsgeraden In(A;q4q)(t) = 2.7689 +
0.10088 - t (griiner Graph).

J1dd* keine grolen Auswirkungen hat. Erst nach ca. 50 Jahren steigt die von C. pra-
tensis besiedelte Flache stark an. Nach hundert Jahren betrégt die besiedelte Flache
ca. 36 ha. Die Regressionsgerade in Abbildung 3.14(b) zeigt einen linearen Zusam-
menhang zwischen dem Logarithmus der besiedelten Fléache und der Zeit. Daher liegt
eine exponentielle Zunahme der besiedelten Fléche vor. Die Schwankungen, die bei
der logarithmischen Darstellung vor allem am Anfang erkennbar sind, werden durch
den periodischen Zufluss von C. pratensis verursacht.

Wie bereits erwahnt besiedelt C. x insueta am Urnerboden nach 95 Jahren eine
Fléche von ca. 25 ha. Entsprechend der numerischen Berechnung liegt die besiedelte
Flache von C. pratensis fiir den Faktor A = 0.0055m~2a~! nach 95 Jahren auch bei
ca. 25ha, d.h. Cardamine pratensis mifite in einem Jahr pro besiedelte Fléache von
ca. 180m? eine neue Kolonie produzieren, damit sie eine dhnliche Ausbreitungsge-
schwindigkeit wie C. X insueta hat.

3.6. Diskussion

Die Ergebnisse haben gezeigt, dass die Ausbreitung von C. pratensis mit einem rei-
nen Reaktion-Diffusionsmodell mit der diffusiven Verbreitung der Samen durch die
Schleuderschoten nicht vollstdndig beschreibbar ist. Der Transport der Samen iiber
weite Strecken spielt bei der Ausbreitung der Pflanze eine entscheidende Rolle. Durch
die Erweiterung des Modells um die Produktion von neuen Kolonien ist der Fléachen-
zuwachs von C. pratensis realistischer. Statt einer quadratischen Zunahme der Flache
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Abbildung 3.15.: Schematische Darstellung von der Berechnung der effektiven
Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ mit ,1dd‘. Der Fliachenzuwachs
durch die Kolonien wird zu der Hauptkolonie dazu gerechnet.

(Abb.[3.9) erhdlt man mit ,ldd‘ einen exponentielle Flachenzunahme (Abb.|3.14(a)).
Mit der rein diffusiven Ausbreitung der Samen wiirde die besiedelte Flache lediglich
ca. 1200 m? betragen. Mit ,1dd‘ und A = 0.0055 m—2a~! steigt die Flache auf ca. 25 ha.
Die Gleichung (3.10) gibt an, wie die theoretisch von C. pratensis besiedelte Flache
mit reiner Diffusion berechnet wird. Eine Umformung dieser Gleichung fithrt zu:

~ —20m -+ 4/2(200m? - 82 + Ay(t) )
N T 12 '

V2

(3.11)

Die theoretische Ausbreitungsgeschwindigkeit vy von C. pratensis mit reiner Diffusion
ist konstant.

Eine Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir C. pratensis mit Jldd‘ kann nicht bestimmt
werden, da die neuen Kolonien zufallig auf das Modellareal verteilt werden. Es ist
aber moglich eine effektive Ausbreitungsgeschwindigkeit U5 zu ermitteln, indem statt
der theoretisch von C. pratensis besiedelte Flache A; die Fliache aus der numerischen
Simulation mit ,ldd‘ A;4y verwendet wird. Man erhélt die Formel:

—20m - t + /2(200m? - 2 + Ayga(t) 7 t2)
Vg = .

— (3.12)

Um die effektive Ausbreitungsgeschwindigkeit 15 zu berechnen, wird bei dieser Formel
der Flachenzuwachs aller Kolonien zu der Hauptkolonie gezahlt. Dies ist schematisch
in Abbildung 3.15 dargestellt.

Die Abbildung 3.16(a) zeigt die effektive Ausbreitungsgeschwindigkeit fir A\ =
0.0055m2a~!. Am Anfang der numerischen Simulation schwankt die effektive Aus-
breitungsgeschwindigkeit sehr stark. Diese Schwankungen werden durch die periodi-
sche Zufuhr von C. pratensis verursacht. Nach ca. 20 Jahren hat der Zufluss nur noch
einen geringen Einfluss auf die effektive Ausbreitungsgeschwindigkeit. In der Abbil-
dung|3.16(b) ist der Logarithmus der effektiven Ausbreitungsgeschwindigkeit tiber die

Zeit aufgetragen. Der Logarithmus der effektiven Ausbreitungsgeschwindigkeit tiber
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Abbildung 3.16.: (a) Effektive Ausbreitungsgeschwindigkeit v, von C. pratensis
mit ,1dd* fiir A = 0.0055m~2a~!. (b) Logarithmus der effektiven
Ausbreitungsgeschwindigkeit U, iiber die Zeit (blauer Graph) mit
der Regressionsgeraden In(v,)(t) = —2.3252 4+ 0.03883 - ¢ (griiner
Graph).

der Zeit kann mit der Regressionsgraden In(v,)(t) = —2.3252+0.03883 - t angenéhert
werden. Statt einer konstanten Ausbreitungsgeschwindigkeit wie beim Modell mit
reiner Diffusion liegt nun eine exponentiell steigende Ausbreitungsgeschwindigkeit
vor. Die zu der Regressionsgraden entsprechende exponentielle Regressionsfunktion
lautet: vp(t) = exp(—2.3252) - 003883,

Da sich die Invasion von C. pratensis noch im Anfangsstadium befindet, wurde der
Parameter A fiir die Ausbreitung iiber lange Strecken von dem Hybriden C. insueta
abgeleitet. Diesen Parameter \ abzuschétzen ist sehr schwierig, da er, wie im Kapi-
tell beschrieben wurde, von unsicheren Faktoren, wie z. B. vom anthropogenen
Einfluss, abhéngig ist.

Um den Einfluss des Parameters A zu verdeutlichen, wurde er in verschiedenen
Modelldurchlaufen variiert. In der Abbildung 3.17(a) sind die von C. pratensis nach
100 Jahren besiedelte Flachen A;—qq9 iiber den entsprechenden A-Werten aufgetra-
gen. Es muss beachtet werden, dass das Modell mit ,1dd‘ eine zuféllige Komponente
enthilt. Die Lage einer neuen Kolonie wird zuféllig bestimmt (siehe Abb. [3.4), so
dass verschieden Modelldurchldufe unterschiedliche Werte erzeugen. Die Abbildung
3.17(a) zeigt, dass das Modell sensibel auf die Wahl von A reagiert. Die Regression in
der Abbildung 3.17(b) verdeutlicht einen linearen Zusammenhang zwischen dem Lo-
garithmus der besiedelten Fliche und dem Logarithmus des Proportionalititsfaktors
A. Demnach steigt die besiedelte Flache mit A potenziell an (Abb. 3.17(a)).

Die Wertebestimmung der Modellparameter war aufgrund der Datenlage nur be-
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Abbildung 3.17.: (a) Die von C. pratensis besiedelten Flachen nach 100 Jahren
aus den numerischen Simulationen mit verschiedenen A\-Werten
(blaue Sterne) mit der Regression A;—jp0(A) = exp(26.643) -
26776 (1) Die besiedelte Fliche in logarithmischen Darstellung
(blaue Sterne) iiber die logarithmierten A-Werte und die Re-
gressionsgerade In(A;—100)(A) = 26.643 + 2.6776 - In(\) (griner
Graph).

dingt moglich. Die Angaben iiber die Populationsgréffen der Pflanzen sind in den
vorhandenen Artikeln geschétzte Werte (Urbanska u.a. 1997; Hurka u.a. 2003).
Exakte Daten aus Zahlungen existieren lediglich fiir C. pratensis, die in der Tabel-
le 3.1 aufgelistet sind. Die Daten wurden nur iiber drei Jahre erhoben und weitere
Zéhlungen sind nicht in Aussicht.

Die intrinsischen Wachstumsraten wurden aus den Angaben eines Pflanzenlexikons
(Briemle 1997) hergeleitet. Exaktere Wachstumsraten konnten durch Zahlungen der
Samenzahlen aller beteiligten Cardamine-Arten oder durch experimentelle Planzun-
gen wie bei Bachman u. Whiwell (1994) ermittelt werden.

Die Modellierung der Ausbreitung der Cardamine-Arten beruht zur Zeit auf der
Annahme, dass sich die Arten dhnlich wie C. hirsuta verhalten, da die Diffusions-
koeffizienten von der Schleuderweite von C. hirsuta abgeleitet wurden. Experimente
zur Bestimmung der Schleuderweite der Cardamine-Arten wiirden eine genauere Mo-
dellierung, ohne aufwendige Zahlungen der Pflanzen vor Ort, ermdglichen.






4. Zusammenfassung

Den Grundstein fiir die Modellierung biologischer Invasionen mit Reaktions-Diffusi-
onsgleichungen haben die Modelle von Skellam und Fisher gelegt. Sie zeigen, dass
eine biologische Invasion prinzipiell aus zwei Prozessen besteht, dem Wachstum der
Population und der Ausbreitung der Organismen. Das Modell von Skellam weist ei-
ne Populationsfront auf, die sich mit der Zeit im Raum ausbreitet. Dieses Modell
liefert auch Erklarungen fiir das Phénomen der Etablierungsphase. Im Gegensatz
zum Skellam-Modell steigt die Populationsdichte beim Fisher-Modell nicht ins Un-
endliche. Die Populationsfront beim Fisher-Modell ist sigmoid geformt, so dass die
Populationsdichte durch die Kapazitat beschrankt ist.

Reaktions-Diffusionsmodelle zeigen, dass sich viele invasive Arten mit einer kon-
stanten Geschwindigkeit ausbreiten. Je nachdem welche Wechselbeziehungen zwi-
schen der invasiven Art und den einheimischen Arten bestehen (z.B. Konkurrenz
oder Réauber-Beute) konnen verschiedene Ausbreitungsgeschwindigkeiten der inva-
siven Art ermittelt werden. Des weiteren liefern Stabilitdtsanalysen der Reaktions-
Diffusionsmodelle die Bedingungen fiir eine erfolgreiche Invasion.

Wie das Anwendungsbeispiel ,,Urnerboden® gezeigt hat, sto3t die Modellierung mit
Reaktion-Diffusionsgleichung an ihre Grenzen, wenn sich Arten nicht nur rein diffusiv
ausbreiten. Reaktion-Diffusionmodelle kénnen aber um die Entstehung von neuen
Kolonien erweitert werden, so dass die Ausbreitung tber ,long-distance dispersal‘
mit einbezogen wird.

Aus der konstanten Ausbreitungsgeschwindigkeit der Population bei einem reinen
Reaktions-Diffusionsmodell folgt ein quadratischer Zuwachs der besiedelten Flache.
Bei einem Modell mit ,Idd‘ breiten sich alle neu entstehenden Kolonien mit einer
konstanten Geschwindigkeit aus, so dass der gesamte Flachenzuwachs exponentiell
steigt. Die Entstehung neuer Kolonien geschieht proportional zur besiedelten Fléche.
Numerische Simulationen zeigen, dass die besiedelte Fliache mit den Proportionali-
tatsfaktor \ potenziell wéchst.

Im Modell zur Invasion von C. pratensis am Urnerboden werden neu entstehende
Kolonien zufallig auf das Modellareal verteilt, so dass eine Ausbreitungsgeschwin-
digkeit nicht ermittelt werden kann. Es kann aber eine effektive Ausbreitungsge-
schwindigkeit ermittelt werden. Diese effektive Ausbreitungsgeschwindigkeit ist nicht
konstant, sie steigt mit der Zeit exponentiell.

Mit dem vorgestellten Modell sind aufgrund der Datenlage nur qualitative Aussa-
gen tber den Verlauf der Invasion von C. pratensis moglich. Durch experimentelle
Pflanzungen der Cardamine-Arten kénnten die meisten Parameter genauer bestimmt
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werden. Dadurch wére eine quantitative Verbesserung der Ergebnisse erreichbar. Der
Proportionalitatsfaktors A lasst sich durch Beobachtung des Gebietes iiber einen lan-
geren Zeitraum ermitteln. Ndhere Untersuchungen iiber die Ursachen und Faktoren
fir die Entstehung neuer Kolonien wiirden es ermoglichen die Entstehungsorte neuer
Kolonien nicht nur rein zuféllig zu wahlen.
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A. Mathematica-Code

A.1. Das Fishermodell

FisheriD[r_, K_, D_, NO_, deltat_, deltax_, tend_, xend_] :=
Module [{Nalt, Nneu, Ngesammt, x, t, time, distance, nxt, i, plots},
Print [deltax?, ">", 2 D deltat, " ", deltax? > 2 D deltat];
Nalt = {NO, NO}; plots = {};
For[x = 1, x < Round[xend/deltax], x++,
Nalt = Append[Nalt, 0];

1

distance = {0}; time = {0}; Ngesammt = {};

For[x = 1, x < Round[xend/deltax], x++,
distance = Append[distance, xxdeltax];

1

For[t = 1, t < Round[tend/deltat], t++\,
time Append[time, i*deltat];

1;

For[t = 1, t < Round[tend/deltat], t++,
Nneu = {}; koordinaten = {};
For[x = 2, x < Length[Nalt], x++,

nxt = Nalt[[x]] + deltat *r <1 - %Hx”) Nalt[[x]]

4 Drdeliet (Nalt[[x + 1]] — 2Nalt[[x]] + Nalt[[x — 1]]);
Nneu = Append[Nneu, nxt];

1;

Nneu = Append[Prepend[Nneu, First[Nneull, Last[Nneull;

For[i = 2, i < Length[Nalt], i++,
koordinaten = Append[koordinaten, {distance[[i - 111, Nalt[[il1}];

1;
Ngesammt = Append[Ngesammt, koordinaten];
Nalt = Nneu;
If [Mod[t*deltat, 2] == 0,
Print ["t=", t*xdeltat];
plots = Append[plots, ListPlot[koordinaten, PlotJoined -> True,
PlotRange -> All, DisplayFunction -> Identityll;
1

1
pl = Showl[plots[[1]], plots[[2]], plots[[3]], plots[[4]], plots[[5]1],
plots[[6]1], plots[[7]], plots[[8]], DisplayFunction -> $DisplayFunctionl];
1;

A.2. Das Lotka-Volterra-Rauber-Beutemodell mit
Diffusion

Rb[r_, K., a_, b_, m_, D1_, D2_, NO_, deltat_, deltax_, tend_, xend_] :=
Module [{Ralt, Rneu, Rgesammt, Balt, Bneu, Bgesammt, x, t,
distance, nxtR, nxtB, i},
Print [deltax?, ">", 2 D1 deltat, " ", deltax?
Print [deltax?, ">", 2 D2 deltat, " ", deltax?

2 D1 deltat];

>
> 2 D2 deltat];
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A. Mathematica-Code

Ralt = {NO, NO}; Balt = {K, K};

For[x = 1, x = Round[xend/deltax], x++,
Ralt = Append[Ralt, 0];
Balt = Append[Balt, KI;

1;

distance = {0};

For[x = 1, x < Round[xend/deltax], x++,
distance = Append[distance, xxdeltax];

1;

Rgesammt = {}; Bgesammt = {};

For[t = 1, t = Round[tend/deltat], t++,
Rneu = {}; Bneu = {};
For[x = 2, x < Length[Ralt], x++,

nxtB = Balt[[x]] + deltat » (r (1 — 22D Batgx]) — aBats[x] Rale(x]))

+ DEgelest (Balt[[x + 1]] — 2Balt([x]] + Balt[[x — 1]j;

nxtR = Ralt[[x]] + deltat * (bBalt[[x]] Ralt[[x]] — mRalt[[x]])
+D2xdeltat (Ralt[[x + 1]] — 2Ralt[[x]] + Ralt[[x — 1]]);
Bneu = Append[Bneu, nxtB];
Rneu = Append[Rneu, nxtR];
1;
Rneu = Append[Prepend[Rneu, First[Rneul]], Last[Rneul];
Bneu = Append[Prepend[Bneu, First[Bneull, Last[Bneull;
koordinatenR = {}; koordinatenB = {};
For[i = 2, i < Length[Ralt], i++,
koordinatenR = Append[koordinatenR, {distance[[i - 1]], Ralt[[i]]1}];
koordinatenB = Append[koordinatenB, {distance[[i - 1]], Balt[[i]]}];

1
Rgesammt = Append[Rgesammt, koordinatenR];
Bgesammt = Append[Bgesammt, koordinatenB];
Ralt = Rneu; Balt = Bneu;

1

Print ["t=", txdeltat];

rplot = ListPlot[koordinatenR, PlotJoined -> True, PlotRange -> All,
PlotStyle -> RGBColor [0, 1, 0], DisplayFunction -> Identityl;
bplot = ListPlot[koordinatenB, PlotJoined -> True, PlotRange -> All,
PlotStyle -> RGBColor[0, O, 1], DisplayFunction -> Identity];
g = Show[{rplot, bplot}, TextStyle -> {FontFamily -> "Times", FontSize -> 12},
AxesLabel -> TraditionalForm /@ {"x", ""},
DisplayFunction -> $DisplayFunction];
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B.1. Das Lotka-Volterra-Konkurrenzmodell mit
Diffusion

import java.io.FileWriter;
import java.io.PrintWriter;
import java.io.IOException;

public class CompetitioniD{

private double[] nl, n2;

private int step;

// Ab einer Populationsdichte won nStern gilt die Fldche als besiedelt.
private double nStern = 0.1;

private StringBuffer timenin2 = new StringBuffer ();

private double delta_t, delta_x, rl, r2, cl1, 22, cl12, c21, di, d2;

public CompetitioniD (double[] nl, double[] n2, double rl, double r2,
double c11, double c22, double c12, double c21,
double di, double d2, double delta_t, double delta_x){
this.nl = nil;
this.n2 = n2;
this.step = 0
this.delta_t delta_t;
this.delta_x = delta_x;
this.rl = ri;
this.r2 = r2;
this.cll = cl11;
this.c22 = c22;
this.cl12 = c12;
this.c21 = c21;
this.d1l = di;
this.d2 = d2;
}

/*% Berechnet die Populationsdichten fur den ndchsten Zeitschritt. */
public void nextStep (){

int nlBoxes = countBoxes(nl,nStern);

int n2Boxes = countBoxes(n2,nStern);

timenin2.append(step*delta_t+"_ "+nlBoxes*delta_x+","+n2Boxes*delta_x+"\n");
double [] ninewTmp = new double[nl.length];
double [] n2newTmp = new double[n2.lengthl;
for(int i=1; i<nl.length-1; i++){
ninewTmp[i]l = n1[i]
+ delta_t * (r1 - ci11 * ni1[i] - c12 * n2[i]) * n1[i]
+ (dixdelta_t) * (ni1[i-1]-2*n1[i]+n1[i+1]) / (delta_x*delta_x);
n2newTmp [i] = n2[i]
+ delta_t * (r2 - c22 * n2[i] - ¢c21 * ni1[i]) * n2[il]
+ (d2xdelta_t) * (n2[i-1]-2*n2[i]+n2[i+1]) / (delta_xx*delta_x);
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ni ninewTmp;
n2 = n2newTmp;

// Randbedingungen

ni[nl.length-1] = ni[nl.length-2];
n1[0] = ni1[1];

n2[n2.length-1] = n2[n2.length-2];
n2[0] = n2[1];

Step++;

/%% Zihlt die besiedelte Fldchen. */
private int countBoxes(double[] n, double min){
int count = 0;
for(int i=0; i<n.length; i++)
if (n[i]l>=min) count ++;
return count;

/%% Simuliert bis zur Zeit time. */
public void toTime (double time){
while (step*delta_t < time){
nextStep () ;
}

/** String-Darstellung des Systems. */
public String toString(){
StringBuffer sb = new StringBuffer ();
for(int i=0; i<nl.length; i++){
sb.append (i*delta_x+","+nl1[i]+","+n2[i]+"\n");
}
return sb.toString();
}

/** Schreibt den aktuellen Zustand in eine Datei. */
public void writeData(String filepath){

PrintWriter out = null;
tryq{
out = new PrintWriter( new FileWriter (filepath));

out.print (toString());
}catch (I0Exception e){
System.err.println("I0Exceptiony,: "+e.getMessage ());
}finally<{
if (out !=null) out.close();

}

/% Schreibt die besiedelte Fldche mit der Zeit in eine Datei. */
public void writeDataTimeDensity (String filepath){

PrintWriter out = null;
try{
out = new PrintWriter( new FileWriter (filepath));

out.print(timenlin2.toString());
}catch (IOException e){
System.err.println("I0Exceptiony:,"+e.getMessage ());
}finally{
if (out!=null) out.close();
}

public static void main (String argv[]){
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// nl s
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double

tirbt aus

rl = 0.9;

r2 = 1;

c22 1;

cll = 1;

c21 = 1;

cl2 = 1;

dli = 1;

d2 = 1;
delta_t = 0.1;
delta_x = 1;

new double [202];
new double [202];

double [] ni
double [] n2

//Anfangsbedingungen

for(int i=0;i<nl.length;i++){
ni[i] = r1/cl1;
n2[i] = 0;

}

n2[99]=1;

n2[100]=1;

n2[101]=1;

CompetitionliD comp new CompetitioniD(nl,n2,rl1,r2,cl11,c22,
c12,c21,d1,d2,delta_t ,delta_x);

comp.toTime (100) ;

comp.writeData("competitioniDn2win.dat");

// Koezistenz
ri 0.9;
r2 1
c22
cl1
c21
cl2
d1
d2
delta_t 0.1;
delta_x 1;
ni new double [202];
n2 new double [202];
//Anfangsbedingungen
for(int i=0;i<nl.length;i++){
ni[i] = r1/cil11;
n2[i] 0;

.15

O R, B o

.9;
= 1;
= 1;

}

n2[99]=1;

n2[100]=1;

n2[101]=1;

CompetitionlD comp new CompetitioniD(nl,n2,rl1,r2,cl11,c22,
c12,c21,d1,d2,delta_t ,delta_x);

comp.toTime (100);

comp.writeData("competitioniDcoexist.dat");

B.2. Das Modell zum Urnerboden

import
import
import

java.io.FileWriter;
java.io.PrintWriter;
java.io.IO0Exception;
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public class Competition2D{

private double[][] nl1l, n2;

private int step;

// Ab einer Populationsdichte wvon nStern gilt die Fldche als besiedelt.
private double nStern = 0.1;

private StringBuffer timenin2 = new StringBuffer ();

private double 1ddTime = 0.5;

private double delta_t, delta_x, rl1, r2, ci1l, c22, cl12, c21, d1, d2, lambda;

/*% ohne long distance dispersal */
public Competition2D(double[][] ni, double [J[] n2, double ril, double r2,
double c11, double c22, double c12, double c21, double dil, double d2,
double delta_t, double delta_x){
this.nl = ni;
this.n2 = n2;
this.step = 0
this.delta_t delta_t;
this.delta_x = delta_x;
this.rl = ri;
this.r2 = r2;
this.cll = cl11;
this.c22 c22;
this.cl12 cl2;
this.c21 = c21;
this.d1l = di;
this.d2 = d2;
this.lambda = O0;

/*¥* mit long distance dispersal */
public Competition2D (double[]J[] n1l, double []J[] n2, double rl, double r2,
double c11, double c22, double c12, double c21, double di, double d2,
double delta_t, double delta_x, double lambda){
this.nl = nil;
this.n2 = n2;
this.step = 0;
this.delta_t = delta_t;
this.delta_x = delta_x;
this.rl = ri;
this.r2 = r2;
this.cll = cl11;
this.c22 = c22;
this.cl2 = cl12;
this.c21 = c21;
this.d1l = di;
this.d2 = d2;
this.lambda = lambda;

/** Berechnet die Populationsdichten fir den ndchsten Zeitschritt. */
public void nextStep (0{

double delta_y = delta_x;

int nlBoxes = countBoxes(nl,nStern);

int n2Boxes = countBoxes(n2,nStern);

timenin2.append(stepxdelta_t+","+nlBoxes*delta_x*delta_y
+","+n2Boxes*delta_x*delta_y+"\n");

double[] ninewTmp = new double[n1[0].lengthl];
double [] n2newTmp = new double[n2[0].lengthl];
for(int i=1; i<nl.length-1; i++){
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VII

}

double[] nlnew = new double[n1[0].lengthl];

double [] n2new = new double[n2[0].lengthl;

for(int j=1; j<n1[0].length-1; j++){
ninew[j] = n1[i]l[j]

+ delta_t * (r1 - c11 * ni1[ilJ[j] - c12 * n2[i]1[j]) * n1[il[j]

+ (d1 * delta_t)

* ( (n1[i-11[03j] - 2 = n1[i]J[j] + n1[i+11[j1)/(delta_x * delta_x)
+ (n1[il[j-11 - 2 * n1[i1[j] + ni1[il[j+1]1)/(delta_y * delta_y) );

n2new[j]l = n2[il[j]

+ delta_t * (r2 - c22 * n2[i]J[j] - c21 * n1[il[j]) * n2[il[j]

+ (d2 * delta_t)

* ( (n2[i-1]1[j] - 2 * n2[i][j] + n2[i+1]1[jl)/(delta_x * delta_x)
+ (n2[i1[j-11 - 2 * n2[i][j] + n2[i]l[j+1]1)/(delta_y * delta_y) );

}
if (it=1){
n1[i-1] = ninewTmp;
n2[i-1] = n2newTmp;
}
ninewTmp = nilnew;
n2newTmp = n2new;

nl[nil.length-2] = ninewTmp;
n2[n2.length-2] = n2newTmp;

//Randbedingungen links und rechts
for(int i=0; i<nl.length; i++){

}

n1[i]J[0] = n1[il[1];
n1[il[n1[0].length-1]
n2[i]1[0] = n2[i][1];
n2[i][n2[0].1length-1] = n2[i]l[n2[0].length-2];

n1[i][n1[0].1length-2];

//Randbedingungen unten und oben
for(int j=0; j<n1[0].length; j++){

}

ni[nl.length-11[j] = ni[nl.length-2]1[j];

n1[01[j] = n1[11[j]1;

n2[n2.length-1][j] = n2[n2.length-21[j]1;

//periodischer Zufluf zwischen O und K1 fir die z=0m; y
if (jxdelta_y >= 490 && j*delta_y <= 510)

= 490m bis 510m

n2[0]1[j] = 2 * Math.sin( 2*Math.PI * step*delta_t - 2*Math.PI/4) + 2;

else n2[0][j] = n2[1]1[j]1;

// einmal im Jahr Produktion won neuen Kolonien
if (lambda!=0 && step * delta_t >= 1ddTime){

}

// proportional zur besetzten Fldche
double A_n2 = n2Boxes * delta_x * delta_y;
int newColonies = (int) (Math.rint(lambda* A_n2));
System.out.println("time: "+step*delta_t+", New, Colonies
for (int i=0; i<newColonies; i++){
int x = (int) (Math.random()#*n2.length);
int y = (int) (Math.random()*n2[0].1length);
n2[x] [yl += nStern;
}
1ddTime += 1.;

step++;

}

/**x ZGhlt die besiedelte Fldchen. */

private int countBoxes (double[][] n, double min){
int count = 0;
for (int i=0; i<n.length; i++)

for(int j=0; j<n[0].length; j++)

:,"+newColonies+"_ ");
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if (n[il[jl>=min) count ++;
return count;

/%% Simuliert bis zur Zeit time. */
public void toTime (double time){
while (step*delta_t <= time){
nextStep () ;
}

/** String-Darstellung des Systems. */
public String toString(){
StringBuffer sb = new StringBuffer ();
System.out.println("in toString");
for(int i=0; i<nl.length; i++){
for(int j=0; j<n1[0].length; j++){
System.out.println ("i "+i+" ju"+j);
sb.append (i*delta_x+" "+j*xdelta_x+","+nl1[i][jl+","+n2[i][j]1+"\n");
}
}
return sb.toString();

}

public String toStringXY(int i, int j){
return i*delta_x+"_ "+j*xdelta_x+","+nl1[i][jl+","+n2[i][j]1+"\n";

}

/** Schreibt den aktuellen Zustand in eine Datei. */

public void writeData(String filepath){
writeDataXY(0O,nl.length-1,0,n1[0].1length);

}

/%% Schreibt einen Ausschnitt des aktuellen Zustand in eine Datei. */
public void writeDataXY(int xmin, int xmax, int ymin, int ymax, String filepath){

PrintWriter out = null;
try{
out = new PrintWriter ( new FileWriter (filepath));

for (int i=xmin; i<=xmax; i++)
for(int j=ymin; j<=ymax; j++)
out.print (toStringXY (i, j));
}catch (I0Exception e){
System.err.println("I0Exceptiony: "+e.getMessage ());
}finally{
if (out !=null) out.close();

}

/% Schreibt die besiedelte Fldche mit der Zeit in eine Datei. */
public void writeDataTimeDensity(String filepath){

PrintWriter out = null;
try{
out = new PrintWriter( new FileWriter (filepath));

out.print(timenlin2.toString());
}catch (I0OException e){
System.err.println("I0Exceptiony:,"+e.getMessage ());
}finally{
if (out!=null) out.close();
}

public static void main (String argv[]){
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double [1[] ni1 new double [4002][1002];
double [J[] n2 = new double[4002][1002];

double r1 = 5;
double r2 = 5

double c22 0.125;
double ci11 = 0.1;
double c21 = 0.09;
double c12 = 0.1;

double d1 = 0.0125;
double d2 = 0.0125;
double delta_t = 0.1;
double delta_x = 1;

Competition2D comp = new Competition2D(nl,n2,rl1,r2,
cl1,c22,c12,c21,d1,d2,delta_t ,delta_x);

comp.toTime (100) ;

comp.writeData (0,4000,0,1000,"0l1ddt100full.dat");

comp.writeDataTimeDensity("olddt100ta.dat");

comp = new Competition2D(mnl,n2,rl,r2,cl11,c22,cl12,c21,
d1,d2,delta_t ,delta_x ,0.0055);

comp.toTime (100);

comp.writeData (0,4000,0,1000,"1ddt100full.dat");

comp.writeDataTimeDensity ("1ddt100ta.dat");
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